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APRESENTAÇÃO À 1º EDIÇÃO 


Esta é 1º edição do quinto volume da Coleção Elementos da 
Matemática. O objetivo desta coleção é iniciar o preparo de pessoas, a partir 
da 9º ano do ensino fundamental, para a aprovação nos processos seletivos 
mais difíceis do Brasil, de instituições como Colégio Naval, Epcar, ITA, IME, 
AFA, Escola Naval, EFOMM, USP, Unicamp, dentre outros, nos quais se 
exige mais do que simples memorização de fórmulas e de resultados. 
Deseja-se que o estudante adquira um senso crítico de causa e efeito, 
embasado nos mais sólidos conceitos, o que o ajudará a raciocinar coesa e 
coerentemente na maioria dos assuntos e das disciplinas exigidas em tais 
concursos (não somente em matemática!). 


O volume 5 aborda os assuntos de Trigonometria e Geometria 
Espacial. Ambos são exaustivamente cobrados em qualquer concurso militar, 
sobretudo na prova do ITA, que destina um extenso espaço para questões 
desses dois assuntos. O objetivo do autor é cobrir tudo que possa ser 
cobrado de Trigonometria e Geometria Espacial em provas de concursos 
militares. Evidentemente, os tópicos mais importantes possuem mais espaço 
reservado, porém foram incluídos neste volume alguns tópicos mais 
específicos que apresentam historicamente baixa aplicabilidade, como 
desigualdades trigonométricas, determinação de polinômios cujas raízes são 
funções trigonométricas, tronco de prisma e tronco de cilindro. 


Corroborando com o objetivo do livro, grande parte dos exemplos 
resolvidos e dos exercícios propostos foram extraídos de provas de 
concursos militares, sobretudo do ITA e do IME. Não obstante, é possível 
identificar problemas retirados de provas de olimpíadas de matemática, 
contudo foi tomado o cuidado de se escolher questões que se encaixem no 
estilo das provas dos concursos militares. Apesar de um evidente maior nível 
de aprofundamento, é importante deixar explícito que Elementos da 
Matemática é uma coleção voltada para concursos militares e não 
olimpíadas de matemática. Para os que desejam enveredar por esta áreas, o 
próprio autor deste volume também é autor de uma outra coleção voltada 
exclusivamente para Olimpíadas de Matemática, denominada “Técnicas em 
Olimpíadas de Matemática”, composta de três volumes, onde são 
apresentados e resolvidos problemas de olimpíadas de matemática de todo o 
mundo, um legítimo “problema-solving”, estilo de livro bastante comum em 
olimpíadas de matemática. 


Conforme relatado por muitos leitores dos outros volumes desta 
coleção, é natural sentir alguma dificuldade na resolução dos exercícios 
propostos, sobretudo no caso de alguém que esteja iniciando seus estudos 
no ramo dos concursos militares. Neste caso, o leitor pode ficar à vontade 


от buscar textos mais acessíveis, de modo a formar melhor sua base sobre 
determinado assunto contido neste volume. 


Ainda em sua 1º edição, é normal que alguns deslizes possam ter sido 
cometidos, sobretudo em alguns gabaritos e erros de digitação. De antemão, 
o autor já agradece aos leitores que puderem indicar tais erros, de modo a 


serem corrigidos nas futuras edições. Esta prática resultou em edições com 
menos erros em outros volumes. 


Dificuldades há, sem dúvida. No entanto, repudiam-se idéias do tipo 
«ue o aluno não consegue aprender dessa ou daquela forma. Não se devo 
menosprezar a capacidade dos alunos, nem mesmo seu interesse, sob pena 
do estar cometendo preconceitos ou precariedade na metodologia de ensino, 
respectivamente. Qualquer indivíduo ao qual se propõe o aprendizado do 
análise sintática e semântica, por exemplo, tem condições de compreender 
um estudo mais rigoroso e encadeado de matemática. Ao menos melhor do 


que o atual. Por experiência própria, já se comprovou que os beneficios 
superam bastante eventuais prejuízos. 


O autor 
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1.1. DEFINIÇÕES 


1.1.1. Triângulo Retângulo 

No volume 2 desta coleção foi apresentada a definição de triângulo retângulo, 
bem como todas as suas propriedades fundamentais. A seguir será feito um resumo 
das principais propriedades de um triângulo retângulo. Para mais detalhes, acesse o 
capítulo sobre Relações Métricas no Triângulo Retângulo, no volume 2 desta 
mesma coleção. 


Um triângulo é classificado como triângulo retângulo quando um de seus 
ângulos é igual a 90º. O lado oposto ao ângulo reto é denominado de hipotenusa, 
enquanto que os outros dois lados do triângulo retângulo são chamados de catetos. 


B Suponha um triângulo ABC, como ilustrado 
ES na figura ao lado, onde o vértice A é o vértice onde 
está o ángulo reto. Assim, tem-se que: 
c BC=a éa hipotenusa 
AC=b e АВ =c são os catetos 
a ES <ВАС-А-90% é o ángulo reto do triángulo 
3 retângulo 
ZABC - Be ZACB = É são os ângulos agudos 


1.1.2. Relações Trigonométricas no Triângulo Retângulo 
Suponha um triângulo ABC onde À = 90º. Neste triângulo são definidos os 
conceitos de cosseno, seno e tangente dos ângulos agudos de AABC da seguinte 


forma, onde X é um dos ângulos agudos de AABC, ou seja, X= A ou X= 
cateto adjacente a K 


cosseno X = - 
hipotenusa 
seno x ыо oposto a X 
hipotenusa 


смео oposto a X _ 


tangente X = 5 = 
cateto adjacente a X 

De modo a reduzir o tamanho das escritas destas grandezas, é comum 
designar cosseno apenas por cos, seno apenas por sen e tangente apenas por tg ou 
tag. 


gês 


БН 
e 


zie 


4A 


Perceba que cos В = sen C e que cos C = sen B. Futuramento, nom 
demonstrado que isto sempre ocorre para ângulos cuja soma seja igual а 90” Além 
disso, note que: 


cateto oposto a X 


sem X hi isa cateto oposto a X a sen Х 

TTE - == " = = px > 

cosX cateto adjacente a X cateto adjacente a X cos X 
hi 5а 


Observações: 

(1) Como a soma dos ângulos internos de um triângulo é igual a 180º e o ângulo 
reto vale 90º, a soma dos ângulos agudos de um triângulo retângulo vale 90", 
fazendo com que cada um deles esteja no intervalo (0º, 90º). 

(2) Sabe-se o maior lado de um triângulo retângulo é a hipotenusa. Deste modo, se 
0 é um ângulo no intervalo 0 < 0 < 90°, segue que 0 < sen 0 < 1 e 0 < cos 0 < 1, 


1.2. ARCOS NOTÁVEIS 


1.2.1. Cosseno, seno e tangente de 45º 

Considere um triângulo retângulo isósceles ABC, de 
hipotenusa BC=a e catetos AB=AC = x. Pelo Teorema 
de Pitágoras: x“ + хай > a=J2x 


Como os catetos de um triângulo retângulo isóscelos 
possuem mesmo comprimento o seno e o cosseno de 45" 
são iguais: 


i 


КД 


веп45°= соз 45° => cos 45° = sen 45° = 


cateto oposto x 


tp 45" l = 
cateto adjacente х 


> tg45°=1 


P 


AU 


T 


GE E 
1.2.2. Cosseno, seno e tangente de 30º e 60º 


ҮТ 


в Considere um triângulo equilátero АВС de lado a. 
N Trace a altura a partir de B, que intersecta AC em P. 
Suponha que AP=x e BP=y. Desde que ABC é 
a equilátero, tem-se que BP, além de altura, é mediana e 
bissetriz: AP = x= e ZABP=30º. 
A 2 
с x y Pelo Teorema de Pitágoras em ABP: 
aY, L ET 
2 ne ПЕ 
Assim, no triângulo ABC: 
i) cos 3 e=} > cos30"- 
a 
ii) cos = x => cos 6t RI 
a 2 
) sen 30º = Х > sen30°= E 
a 2 
iv) sen 60° = У. = sen a. 
a 


iv) tg 30° = 


ME 

y 
v) tg 60* — Y 

x 


A tabela abaixo indica os valores do seno, cosseno e tangente dos arcos 
notáveis: 


261721; 
Seno 1 
2 
Cosseno | 5 
LERS 
Tangente ЯН 
{1-4 
Epp 


Exercícios Resolvidos 


1) (Udesc-09) Sobre um plano inclinado deverá ser construída uma escadaria. 


20 to em 
à 280Y3'cm H 
Figura 1 

Sabendo que cada degrau da escada deverá ter uma altura de 20 cm e que a base do 
plano inclinado mede 2803 cm, conforme mostra a Figura 1, então a escada 
deverá ter: 
а) 10 degraus. Б) 28 degraus. 
d) 54 degraus. е) 16 degraus. 
Solução: Alternativa C 
Se h é a altura do plano inclinado: 

h КД h 
PESE Er Шаа мады 
28045 3 28045 
Como cada um dos n degraus possui altura igual a 20 cm: 
20.n=280 => п-14 degraus 


c) 14 degraus. 


tg30°= = h=280cm 


2) (EsPCEx-08) Na figura a seguir, está representado um muro (BD) de 6 m de 
altura em que está apoiada uma escada representada por AC, que faz um ângulo (4 
com a horizontal. Sabe-se que a parte da escada indicada pelo segmento All 
corresponde a 2/3 do seu comprimento. Num determinado momento do dia, os ralos 
de sol fazem com a vertical um ângulo também de valor а, projetando no ponto E u 


sombra da extremidade C da escada. 


sot 3E 


Dado: sen о = 3/5, cos a = 4/5 


Desenho Fora de Escala 


tu 


"e. Capitula £ Triângulo Retóngulo | 
Assim, considerando desprezível a espessura do muro, a medida do segmento DF, 
que corresponde à parte da sombra da escada que está além do muro, nesse instante, 
é igual a 
a)6,75m b)10,75m с) 14,75 т d) 18,75 m e) 22,75 m 
Solugáo: Alternativa B 
Perceba que ABD, ACE e CEF sáo todos triángulos retángulos. Logo: 
BD 31116 
snad=— > ----- 
AB 5 AB 
> 0-2АС = АС = 15 т 


= АВ =10 т 


AU 


cosa AE 3359 E-12m 
AC 5 15 
cosa АР > ДАРЫНЫ, pe gi 
AB 5 
puo СЕ SCE) Si CE=9.m 
АС! U 51:05 
PREU цш SICE > ce=675m 
cosa С 4; 9 


DF = DE + ЕЕ = (AE- AD) + EF = 12-8 + 6,75 = 10,75 т 


3) (Ciaba-13) Dois observadores que estão em posições coincidentes com os pontos 
A e B, afastados 3 km entre si, medem simultaneamente o ángulo de elevação de 
um balão, a partir do chão, como sendo 30º e 75º, respectivamente. Se o balão está 
diretamente acima de um ponto no segmento de reta entre A e B, então a altura do 
balão, a partir do chão, em km, é: 

a) 1/3 b)5/2 c) 2/5 
Solução: Alternativa E 

c 


d) 2/3 e)3/2 

Se А = 30º e B = 75º então segue que C = 75° е 
assim ABC é isósceles, fazendo com que AC = AB = 
3 km. 

Traçando a altura CP = h tem-se no triângulo ACP: 


sen30º= i 
3 


4) (IME-08) Na figura seguinte ABCD é um quadrado de lado 1 e BCE é um 


M iei CAD 
triángulo eqüilátero. O valor de І “) é igual а: 


ТЫ 11:46 A в 


21 b) 2 2 | 
91-25 yA il 
3 Mus p 


Solução: Alternativa C 
n P e Q as intersecóes das retas CE e BE com o lado AD. 
Uma vez que ZPCD = 30º então PD = 


Observando-se que ZPBA = 0/2, então 1р(а/2) = A HADEPDI. 1 ES 


B AB 3 


5) (ITA-09) Considere o triângulo ABC de lados a = BC, b = AC e c = AB e 
ângulos internos о. = САВ, В = ABC e y = ВСА. Sabendo-se que a equação 
соза + b? — a? = 0 admite e como raiz dupla, pode-se afirmar que: 


a) a = 90°. 
b) B = 60°. 
c) y = 90°. 


d) O triângulo é retângulo apenas se a = 45°. 

e) O triângulo é retângulo e b é hipotenusa. 
Solução: Alternativa E d 

Como a equação dada admite c como raiz dupla: 
2 — 2bx cosa + b? (х= с) 2x i-2ex c? 
onclui-se que: 


Logo, 
Le=bcosa:; Ilb'-a'-c > Ь?=а?+с? 
De ell conclui-se que ABC um triângulo retângulo com hipotenusa em b. 


6) (Escola Naval-00) Num triângulo retângulo, a hipotenusa é o triplo de um dos 
catetos. Considerando а. o ângulo oposto ao menor lado, podemos afirmar que 


tga+ éigual a 
cosa. 
5 2 2 
a? ыш e) V2 nud 
6 12 4 


Solução: Alternativa C 


E. — 3 Bani i Trifnsuls Rotânguio | 
Suponha que os lados do triángulo retángulo sejam: 
3a (hipotenusa), a (cateto) e x (cateto). д A 
» ose os 2 = ga? 1) 

Aplicando o teorema de Pitágoras: (3a) =a +x > X= 8a > x-242a 
O menor ângulo é oposto ao menor cateto, ou seja, oposto ao cateto a. Deste modo 
tem-se que: 

Á 12 224 2 
tga= = = ; соза- % es 
Е ЕЕ Жз 


Logo: tga. + 


cosa 4 


7) (IME-09) Um triângulo ABC apresenta lados a, bec. Sabendo que B e C são, 


tgB Ж 
respectivamente, os ângulos opostos aos lado bec,o valor de p é: 


tg 
а?-Ь?+с? с а?+Ь?°-с? а?-Ь? +c? ysb g5 
- 2 2 2 2 3 2 
rome a? 62 +c? a’ +6? —c° а? -b° +c" b x 


Solução: Alternativa B $ 
ДЕ A Sejam: P o pé da altura traçada desde A, PC =x e 


AP=h. К 

Em AACP: b? = h° + х? 

Em AABP: 

с'=һ? +(а- х) =h +а*—2ах+х° > 


in y _а?+Ь? 
Assim: BP=a-x=a 24 2a 


1.3. RELAÇÃO FUNDAMENTAL 
Teorema: Se 0 um ângulo tal que 0 < 0 < 90° então sen? Ө + cos? 0 = 1. 
Demonstração: 


с 


El Ps 
A 


B 


Como 0 < 0 < 90°, então 0 pode ser o ángulo agudo de um triángulo 
retângulo. Considere um triângulo retângulo ABC, de hipotenusa BC =a e catetos 


AC=b e AB=c.Se ZABC - 0 então segue que b = a.sen бес =a.cos Ө. 
Pelo Teorema de Pitágoras: 


а= +0 > aae 0 +acos20 => ѕеп Ө +соѕ 0 = I. 


а relação recebe о nome de Relação Fundamental da Trigonometria, 


permitindo determinar o valor do seno de um ângulo a partir do cosseno e vice 
versa. 


Observações: 
(1) No capítulo 3 deste livro será demonstrado que a relação fundamental da 


trigonometria é válida para qualquer ângulo 0, incluindo ângulos fora do intervalo 
(0°, 90º) 


(2) Para ângulos 0 tais que 0 < 0 < 90º deve-se assumir que tanto sen 0 quanto 
cos 0 são positivos. Este resultado é trivial se levarmos em consideração a definição 
de seno e cosseno dos ângulos agudos de um triângulo retângulo. No capítulo 2 esta 
propriedade será demonstrada, bem como será analisado o sinal de sen 0 e cos 0 
para ângulos fora do intervalo 0 < 0 < 90º. 


| 


өнегені 


capítulo 1. Triángulo Retângulo 
Exercícios Resolvidos 5 


1) Em um triángulo retángulo ABC, com ángulo reto em C, sabe-se que sen À = 
0,28. Determine o valor de cos A. 

Solução: ? И? 
sen? А +со A=1 = (028) +соз А = 
cos! А =0,9216 => cosÃ=0,96 


> 0,0784+cos Á = 1 = 


2) Em um triângulo retângulo ABC, com ângulo reto em C, sabe-se que tg À = 
Determine o valor de sen A. 


Solução: 

tgÃ=2 = =2 > sen Á =2.cos À > sen? Á = 4.c 

sen? Â = 4(1—sen А) > sem Â=4- 4зе? А > SsmÀ-4 > 
222 245 
А=-—=22 

snÁ- 7-75 


3) (FGV-09) Cada lado congruente de um triángulo isósceles mede 10 cm. e o 
ángulo agudo definido por esses lados mede a graus. Se sen a = 3cos а, а área 
desse triângulo, em cm, é igual a: 

a) 15/10 b) 12/10 с) 9/0 d) 15/3 e) 124/3 
Solução: 

Elevando-se ao quadrado a relação fornecida entre sen a e cos a: 

sen a = 3.cos a >, (sen o) = G.cos о)! > sen a= 9.cos a => 

sen! a = 9(1- ѕеп о) > sem a=9-9sna > lüsna-9 => 


3 3/0 


ѕепа = —= > sena- 


Ло 10 
LL 10.103410 2 
po: S=— - S=15V10 em 
Logo: S= > sena. 2 10 


4) (Ciaba-94) No triângulo abaixo tga = 4/3 e AB=50 cm, a soma das medidas de 


CBe AC vale: 
A 


c 
с) 100ст d)40cm е) 504/3 ст 


а) 70ст  b)60cm 


Solução: Alternativa A 


sena 4 senta 16 I-cos?a 16 
(D ға- = T а > 
cosa 3 cosa 9 cos a 9 
P ez 2 NATU I: 3 BC 3 
16.с05 a=9-9.cos'a => 25.00 0=9 > cosg=> => —=2 > 
5 50 5 
BC=30 cm 
(П) tga === де = AC-40cm 
Assim: BC + AC = 30 + 40 = 70 cm 
5) (PUC/PR) Se 2.sen a + cos a = 1, então sen a vale: 
a) Тои 1/2 b) 0 ou 3/5 c) 0 ou 4/5 d) 1 ou 4/5 e) nda 
Solução: Alternativa C 
Isolando cos a obtém-se cos a = | — 2.sen a 
Assim, pela relação fundamental: 
зеп? о cosa = 1 > sena + (1-2.5епа) = 1 > 


sena + 1—4.зеп а + 45еп а= 1 = Ssen'a-4sena -0 > 
sen о(5.зеп о.-4)-0 => sena = 0 ou sen a = 4/5 


6) Sabendo que 9sen x + 3W5cosx=11 ‚ com 0 < x < 90°, determine tg x. 
Solução: 
Isolando sen x: 9senx - 11-3 5 cosx 
Elevando ao quadrado: 81sen? x = 121-66 5 соѕх + 45соѕх = 
81(1—соз? x) -121- 66/5 cosx + 45cos?x. => 
81-81cos! x -121-66 /5cosx ^ 45cos? х = 
126cos! x- 66/5 созх +40 =0 => - 63cos? x -3345cosx 420-0 > 
3345 48345) -4.63.20 3345 + [54455040 _ 334524405. . 

126 2 126 126 
3345 +95 x45 45 

3 


cosx = cosx= ou cosx=—— 
m. IDEE 21 


cosx= 


3 
i) Caso discs tem-se que Ssenxert-s 82 112526 = жах-2 
3 


Assim: tgx= 
с 


“с 
“с 
ез 
ез 
ыс 
ез 
ег 
Ra 
es 
P . 
ез, 


45 _ 
уона 


ii) Caso cosx -45 tem-se que 9senx=11-3: 


1 
senx=— 
21 
19 
senx 31 19 19,5 


EC 


Assim: tgx= 


cosx 4 


21 


25 1945 
ou ПІ. . 


Logo, existem dois valores possíveis para tg x: 254 т] 


7) (IME-59) Um transmissor е um receptor de rádio estão situados a alturas h; e ho, 
respectivamente, do solo e distantes entre si de d. A onda direta propaga-se segundo 
AB e a onde refletida segundo AMB, formando em M ângulos 0 iguais com o plano 
do solo. Pedem-se: 

a) Expressar a diferença de percursos AMB — AB, entre a onda refletida e a direta, 
em função de d. h, e h>. ' 

b) Dados 0 = 30°, hi = 3,0 meh 0 m, determinar o comprimento MD. O ponto 
D divide a reta AB na razão AD/DB=2/3. 


Solução: É 
* QM =. h. 
a)d - PM * QI Ex 120 

h, +h, 

tog= 12522 

E hid 


AAPM e ABQM são semelhantes: 
AM BM AM+BM 


ho ho ies 
AM BM AE Ch +h,)=-—L 


hi +h, 
senO 


Capítulo 1 Triángulo Keis: 
I-sen?0 Ж а 
h +h; 73 
h, +h, 


> sen0 =-= 
Ja +(h, +h;)° 


sen? 0 (A +h, ) 


cos?8 | d sen? 0 


1 d d ) 1 dh +h)? 
sen” Ө һ +h, sen? Ө (h, +h,)? 


Logo, AM + BM = Jd' + (h, +h,)? 


Traçando AE, E € BQ, paralelo a PQ conclui-se que: 
АВ? = АЕ?+ВЕ? = + (№) = AB-Jd«(h, -h,) 
Assim: AMB — AB = Jd? +(h, +1,)2 - 4d +O, - ny 


b) Considere um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais de modo que 4 


origem esteja no ponto M, que o eixo x coincida com a reta PQ e que o ei j 
f É ы іхо 
perpendicular а PQ passando рог М: Sed y seja 


y 


Neste sistema tem-se M(0, 0) 
Em AAPM: tg30°= AR > 
PM 


3.3 
| RM TU PM -343 
io « Em ABQM: шз0ғ- BQ 
QM 

3.5 
ESOM T QM = 5/3 


Assim, segue que A(-343,3) е В(5У3,5). 
Como o ponto D divide AB na razão de 2 para 3: 


2 хрх, 

алы A оха Dxr zx e 

DECRE => 2Ха-2хр-3хр-3хл => 

¿y SRA ZA 3C343)«2683). V3 
243 5 ES 


[ 


ES 
q 


y 
F 
F 
Р 
Р 
F 
P" 
es 


1.4. SOMA E SUBTRAÇÃO DE ARCOS 


1.4.1. Teorema: Se a e B são ángulos tais que 0 <a. < 90° e 0 < B < 90º então: 
sen (a + B) = зеп acos В + sen B.cos а. e cos (o. + В) = соз a.cos B — sen ocsen B 
Demonstração: 

Considere a construção abaixo. 

D Dois triângulos retângulos, ABC e ACD, 
são justapostos de modo que a hipotenusa AC 
de AABC coincida com o cateto AC de 
AACD, conforme a figura ao lado. Suponha 
que ZBÁC = a e ZCÁD = В. Seja F o pé da 

c perpendicular traçada desde D com relação a 
AB. Seja E o pé da perpendicular traçada 
desde C com relação à DF. Suponha que G é 
a interseção de DF e AC. 

Como AB // CE segue que ZACE =а. 
Além disso, tem-se que: 
ZCDE - 90? -ZCGE = a. 
Em AADF tem-se que: 

DF DE+EF DE, EF DE, BC 

AD AD АП AD AD AD 

Em ADEC observa-se que DE = DC.cosa 

Em AABC segue que BC = AC sena. 

DC 


DE BC AC 
== = ===.С050 + == Sena 
AD AD AD AD 


A B 


ѕеп(а + В) = 


Deste modo: ѕеп(0 + p) = 


Em AACD tem-se que рс =senf e AG -cosp 
AD AD 


Logo: sen (a + B) = sen а.сов B + sen B.cos a 
Analogamente: 


AF AB-BF AB CE AC 
cos.) === = eS po = 
AD AD AD AD AD 


cos (a + В) = cos а.соз B — sen a.sen B 


sena => 


DC 
cosa. — 
AD 


ule Retánguto 
[ 7] 


1.4.2. Teorema: Se x é um ángulo tal que 0 < x < 90° tem-se que: 
sen 2x = 2.5еп х.совх e cos2x- cos! x— sen? x 
Demonstração: 
Fazendo a = B =x nas expressões para sen (a. + В) e cos (a + B) obtém-se 
sen 2x = 2.sen x.cos x e cos 2x = cos? x — sen? x, 
que sào conhecidas como fórmulas de arco duplo. 


Observações: 
(1) Futuramente será demonstrado que as fórmulas para sen (a + B) e cos (a + B) 
são válidas para quaisquer ângulos « e 3, não apenas para ângulos agudos. 


(2) Perceba que se 0 <a < 90° e 0 < B < 90° então 0 <a + B < 90°, o que permite 
calcular o valor do seno e cosseno de arcos maiores que 90º. Contudo, estes arcos 
maiores que 90º não podem ser ângulos internos de um triângulo retângulo, que é o 
foco deste capítulo. 


1.4.3. Teorema: Se a. e f) são ângulos tais que 0 < B < a < 90° então: 
sen (a.— B) = sen a.cos B — sen B.cos a e cos (o — B) = cos a.cos B + sen asen B 
Demonstração: 

Considere a construção abaixo. 


Dois triângulos retângulos, ABC 
e ACD. são justapostos, de modo que 
à hipotenusa AC de AABC coincida 
com o cateto AC de AACD, conforme 
a figura ao lado. Suponha que ZBÃC 
= « e ZCÀD = f. Seja F o pé da 
perpendicular traçada desde D com 
relação ao prolongamento de AB. Seja 
E o pé da perpendicular traçada desde 
€ com relação ao prolongamento de 
DF. 

Observando 
conclui-se que 


apenas AABC 


АСВ =90°-о. 
Como ZBCD =90º-ZACB, então segue diretamente que ZBCD = о. 
Como ВС // EF tem-se que ZCDE = о. 
Em AADF tem-se que: 


DF 
sen(a -p) = A 


.EF-DE EF DE BC DE 
D k- AD. AD AD AD AD 
Em ADEC observa-se que DE = DC.cosa. 


5111001 


en 
— 


Em AABC segue que BC =ACsena 


Deste modo: ѕеп(о — B) D AD 


D od AC 
Em AACD tem-se que "m yw 


Logo: sen (0 — В) = sen a.cos B — sen В.соѕ а. 
Analogamente: 
AF AB«BF AB CE AC 
AD AD AD AD AD 

cos (a. — В) = cos a.cos B + sen а.зеп f 


„cosa + — sena. 


cos(a - B) = 


Observacóes: p 
(1) Futuramente será demonstrado que as fórmulas para sen (a — B) e cos (a — B) 
são válidas para quaisquer ángulos о. e B. não apenas para ángulos agudos. 


(2) A restrição B < о foi imposta apenas para que a — p pertença ao intervalo 
(0º, 90°), ou seja, que possa ser ângulo de um triângulo retângulo, que é o foco de 
estudo deste capítulo. Porém, a fórmula é também válida para arcos a e B tais que 
pzao. 


1.4.4. Teorema: Se a e B são ángulos tais que 0 <a. < 90° e 0 < f < 90° então: 
- ga tgp 
tela +B)= 1- tga.tgp 


Demonstração: 
ў sena..cos f) + senf.cos о. 


sen(a + B)  sena.cosp +senp.cosa. Ж соза.сов [3 % 
cos(a-f)  cosa.cosf=sena.seng  cosa.cosf —sena.senf 


cosacos [3 

sena. ços é ѕепр, cos 
созо. ços sosá.cosp u tga + tgp 
3 cosecosb senasenp 1-іро4еф 


cosecosB —cosa.cosp 


te(a +В) = 
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Observações: 
(1) Futuramente será demonstrado que a fórmula para tg (a — B) é válida para 
quaisquer ângulos о. e B, não apenas para ángulos agudos. 


(2) A restrição B < a foi imposta apenas para que a — В pertença ao intervalo 
(0, 90%), ош seja, que possa ser ángulo de um triângulo retângulo, que é o foco de 
estudo deste capítulo. Porém, a fórmula é também válida para arcos a e B tais que 
Pa. 


1.4.5. Teorema: Se о. e B são ángulos tais que 0 < В <a < 90? então: 


z! tgo.— tgf 
tg(a—P) 14-(g.tgf 


Demonstração: 

sena.cos 3 – senf..cos a. 
зеп(о.-р) sena.cosf—senf.cos a. е: cosa.cosp. 3 
cos(a-[) cosa.cosp senasenf  cosa.cosP+sena.senf - 


tg(a - p) = 


| 


cosa.cosp. 
sena. сов senf.sesú. 
E соза. соз sesú.cosp _ lga - tgf 
/ cosa sp “Irtgatep 
Coss s 


= ѕепо.ѕеп[3 
созо. соз [3 


(1) Futuramente será demonstrado que a fórmula para tg (a + B) é válida para 
quaisquer ângulos о. e B, não apenas para ángulos agudos. 
E 2.tgx 
1.4.6. Teorema: Se x é um ângulo tal que 0 < x < 90º então tg2x HEAT 
ue x 


Demonstração: 


Fazendo о. В = х na expressão para tg (a + p) segue diretamente que 


AAA 


Capítulo 1 Triángulo Retângulo 
Exercícios Resolvidos 


1) (UFPB-06) Em uma sala de cinema cuja tela é plana, o olho de um espectador 
vê a tela a uma distância de 10m, segundo um ângulo de visão vertical 


BAC=BAD+ DAC, como mostra a figura abaixo. 
s< 


Sabendo que os segmentos de reta CD e DB medem, respectivamente, 2m e 1m, 
eque AD e BC são perpendiculares, conclui-se que a tangente do ângulo de visão 
BAC é igual a: 

a) 1/10 b) 2/10 
Solução: Alternatis 


c)3/0 4) 15/49 е) 25/49 


р 


A 4 Ў 2, 1 
Sejam x = DAC e y = BAD. Assim: x= e y= 7" 


2.13. 
tex+tgy 10 10 _ 10 _30_15 
-tgxtgy | 21 98 98 49 
1010 100 


Logo: te(x+y)= 1 


2) (UEL-10) Num triángulo retángulo ABC temos os ángulos internos А = 15°e 


В = 75°. O valor da razão 


B 
75° 
5 1 
a) 2445 b) sen 5* gt d) J243 94 


Solução: Alternativa A 


A tangente de 75º pode ser calculada no triângulo fazendo o cateto oposto dividido 


pelo cateto adjacente: 


x5 1 

3 úl 3445 ЕКЕ 

ЕЛЕР ЕТЕР 
73 


153071045 
1—1g30?.1g45* 


AC 
DS =tg75°= tg(30°+45°) = 
Bc Ë g(30°+45°) 


T 
BEEN 


3) (UEPA-08) O morro do alemáo é uma das regióes mais violentas do Rio de 
Janeiro. Como medida de socialização de favela, a Prefeitura da cidade, por 
meio da Secretaria de Turismo, pretende instalar um Teleférico, ligando um ponto 
da cidade ao alto desse morro. Considerando a figura representativa abaixo que 


cos(20) = x eque АВ = 720 т, o valor de AC é: 


са 
а) 1.600 т b) 1.500 т с) 1.440 т d) 1.350 т e) 1.200 m 
Solução: Alternativa E 
Substituindo na expressão de cos 20: 
7 2 2 2 2 2 

Cim соѕ20 = сов” 0—sen 0 -1—-sen Ө-зеп” 0 -1-2.sen 0. = 
disentont= 518 = sento=2 = sen0=" 

25 25 25 5 
No triângulo ABC: seng- АВ. » З 79 = AC=1200m 

5 


4) (Udesc-11) No dia primeiro de janeiro de 2011, ocorrerá a cerimônia de posse 
do(a) novo(a) Presidente(a) da República. Um dos atos solenes desta cerimônia é a 
subida da rampa do Palácio do Planalto, sede do governo brasileiro que pode ser 
vista na Figura 3. 


ule Tea 
Figura 3: Palácio do Planalto 


(Disponível em. 
Мар //pt wikipedia org/vaki/Ficheiro-Palacio do Planalto) 
PG, acesso em 12/08/2010.) 


Suponha que essa rampa possua uma elevação de 15º em relação à sua base e uma 
altura de 3/2 m. Então o(a) novo(a) Chefe de Estado, ao subir toda a rampa 
presidencial, percorrerá uma distância de: 
a) 6V3 -1 m b) 8V3 +8 m 
d) 6V3 +6 m e) 4/3-2 m 
Solucáo: Alternativa D 

2 27755 


h 4248-0. 3/2 12 
> 4 -= h 


Logo: sen15°=— 
d 


9645-2 m 


sen 15° = sen (45º — 30º) = 
= sen 45º.cos 30º — cos 45º.sen 30º = 


555 421 2-0) 
4 


h=6(43 +1) m 


h 43-1 


5) (Fuvest-13) Um guindaste, instalado em um terreno plano, tem dois braços 
articulados que se movem em um plano vertical, perpendicular ao plano do chão. 
Na figura, os pontos O, P, e P; representam, respectivamente, a articulação de um 
dos braços com a base, a articulação dos dois braços e a extremidade livre do 
guindaste. O braço OP, tem comprimento 6 e o braço РР» tem comprimento 2. 
Num dado momento, a altura de P; é 2, Р, está a uma altura menor do que P, e a 
distância de O a P é 210. Sendo Q o pé da perpendicular de P; ao plano do chão, 
determine 


a) o seno e o cosseno do ângulo РОО entre a reta OP; e o plano do chão: 
b) a medida do ângulo ОР,Р, entre os braços do guindaste; 
c) o seno do ángulo P,ÓQ entre o braço OP, e o plano do chão. 


Solução: 
P 
CS a) Em AOP;Q: senf = 
2 
cos? В = 1 = sentp=1- o E 
2 P: 10 10 
эо 
2  cosp GT 
о 221 = c b) Em AOP,P; tem-se que: 


OR +PP, =36+4=40=0P; 
Logo, conclui-se que 0 = 90° 
€) Aplicando o teorema de Pitágoras em AOP;Q encontra-se x = 6 e assim segue 
que AOP,P; = AOP;Q. 
Deste modo tem-se que о = p. 


Assim: sen (a + B) = sen 2a = 2.sen a.cos a 21030 = 


6) (EsPCEx-06) Um triángulo tem o lado maior medindo 1 m e dois de seus 
ângulos são 27º e 63º. O valor aproximado para o perímetro desse triângulo, dados 
V2 =1,4 ecos 18° = 0,95, é: 
a) 1,45 т b) 2,33 m 
Solução: Alternativa B 

O maior lado de um triângulo retângulo sempre é sua hipotenusa. 

Assim, o perímetro do triângulo é igual a: 

2р = 1 + sen 27° + sen 63° = 1 + sen (45° — 18°) + sen (45° + 18°) > 

2p = 1 + sen 45º.cos 18? — cos 45°.sen 18º + sen 45º.cos 18º + cos 45º.sen 18° => 


2р = 1 + 2.sen 45°.cos 18º =1+2:420,95 =233m 


с) 2,47 т 9) 3.35 т е) 3,45 т 


7) (ITA-07) Considere um triângulo isósceles АВС, retângulo em B. Sobre o lado 
BC, considere, a partir de B, os pontos D e E, tais que os comprimentos dos 
segmentos BC, BD, DE, EC, nesta ordem, formem uma progressão geométrica 
decrescente. Se B for o ângulo ЕАР, determine tg В em função da razão г da 
progressão. 


ЕТ 0101000001 


Seja a = AB = BC. Como а Р.С (BC, BD, DE, 
EC) = (a, ar, ar”, ar”), tem-se a figura acima, 
em que a e O são as medidas dos ângulos B E 
e BÁD, respectivamente. Nos triángulos 
retângulos ABD e ABE, vê-se que tg 0 = 


ar ar+ar? 2 
—=retg=——r+r. 
a a 


Solução: 


Além disso, com AB = BC, deve-se impor r + r? + r° = 1. Portanto: 
i 2 


180: —1tg0 г 
tgB=tg (a -0)=—— = — ‚ет 0<г<І. 
Sprite (928) l+tgatgð 1+г°+гї 2-r сен 


8) (IME-01) Considere а figura abaixo, onde AB = AD = 1, BC =x, AC =y, DE = 
ze AE = w. Os ângulos ZDEA, ZBCA e ZBFA são retos. 
a) Determine o comprimento de AF e de BF em função de x. y, ze w. 
b) Determine a tangente do ângulo a em função de x, y, z e w. 
в 


4 


D 
САРЕ " 
Soluçào: 
a) Sejam Ө = ZBAC e B = ZDAE. Assim, tem-se que: 
BC AC DE AE 
sen0- =x, 0- =y, = = E s 
n AB X, cos AB y, senf AD z e cosp AD w 


AF = AB.cos (0 + B) = cos 0.cos В — sen 0.sen B = y.w — x.z 
BF = AB.sen (0 + В) = sen 0.cos В + sen B.cos 0 = x.w + z.y 
AP. yw-xz 
BF xw+zy 


b) tga = 


9) (ITA-01) Sendo a e B os ângulos agudos de um triângulo retângulo, e sabendo 
que беп 2) — 2со52) = 0, então sen a é igual a: 


b 
a) 2 ) 2 c) 2 d) 4 e) zero 


Solução: Alternativa C 
sen 2p —2cos2B =0 = 1-cos'28-2cos20-0 > 


ercícios 
E io od 


1) (UEPA-10) Santos Dumont, interessado por aparelhos mais pesados que o ar, 
construiu um biplano e prendeu ao dirigível Santos Dumont nº 14, batizando essa 
nova estrutura com nome de 14-Bis. Mesmo com as limitagóes tecnológicas da 
época, Santos Dumont voou 60 metros a uma altura de dois metros. Após grandes 
modificações estruturais, repete sua proeza em 23 de outubro de 1906 no campo de 
Bagatelle (Paris) e, sob os aplausos de todos, voou 240 metros a uma altura de 6 
metros. Considerando que partiu sempre do mesmo ponto A conforme ilustram as 


Capítulo L Triángulo Retsng uiv 
cos? 2p+2cos2B-1=0 => cos2p 2518 =-1+ 42 


Como - 1 < cos 2f < І, segue que cos 28 = /2-1 = 2cos! B- 1= 2-1 => 


42. cosp>0 


eos р == > 


10) (ITA-84) Num triângulo isósceles, a razão entre a altura referente à base e esta 


` tz: r figuras abaixo, então afirma-se que uma relação trigonométrica válida para os 
é rat Sobre o ângulo a oposto à base, podemos afirmar que: ángulos a e B nessas condições é: 
ауса т + b)a=mn2- (10) assqa ,,, Da=m6 Fonte: História da Física, Moacir Costa Ferreira — São Paulo, EDICON, 1998. (p.110); Texto adaptado. 
e) não temos dados suficientes para determiná-lo. i Р jéncia: 
Solução: Alternativa A ruanos do 

А Seja АВС о triângulo isósceles, com А sendo о vértice 

oposto à base. P é o pé da altura relativa à base. Deste 
N modo, AP é altura, bissetriz e mediana, ou seja, ZPAC = 


a/2, СР = а/2 е ZAPC = 90°. Pelo enunciado, tem-se 


sa š D 
- No triángulo retângulo AAPC: decolagem 60m atemizagem (5910) 
a 1 
8--------------У2-1 
22 lho Ido yz 
в pl Реја expressão da tangente do arco duplo: 
212 
tga= 2 
1-ig? E м = = Ч 
Е d > ^ decolagem ® 240m C aterrizagem soto) 
Assim, a = а: 


а) tg eb b) ша= 28р с) tga = tgp 


VUL 


5 
d) a= jep e) tga=>t8B 


Capítulo 1 Triângulo Retángulo 
2) (UEPA-12) As construções de telhados em geral são feitas com um grau mínimo 
de inclinação em função do custo. Para as medidas do modelo de telhado 
representado a seguir, o valor do seno do ângulo agudo q é dado por: 


| 5,40 т 
(Fonte: http'//www.diaadiaeducacao pr.gov. br/portals/pde/arquivos/933-2 pdf. Acesso em 9 de setembro de 2011 
— Texto adaptado) 
4/0 3/0 202 RIT) 2 
а) b) c) d) e) 


10 10 10 10 10 


3) (UEPB-10) Dado sen x = 0,6, onde x é um ángulo agudo de um triángulo 
retángulo, o valor de cotg x.cossec x é igual a: 
a) 3/5 b) 5/3 ol d) 20/9 €) 10/9 
4) (FEI-13) Na figura seguinte, AB = 4, BC = | e CD = 2. Calculando tg x 
(tangente de x), sendo x o ángulo CÁD , obtém-se: 

D 


n 4 в 
a)jtgx-1/2 b)tgx- 8/19 c)tgx-3/4 
d)tgx = 3/7 e)tgx- 1/4 у 


5) (PUC/PR-11) Para determinar а largura de um rio, um observador по ponto C 
visa um ponto fixo A na margem oposta. A partir do ponto C, ele se desloca 
perpendicularmente ao segmento AC percorrendo 30 m em linha reta e marca um 
ponto D. No ponto D, ele mede o ângulo CDA= 60º, conforme figura a seguir. 
Sabendo que a distância BC corresponde a 3 m e considerando tg 60º = 1,7, a 
largura do rio mede: 


AU 


TUI 
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30m 
D) 48 m 


А)52т В)64т С) 72 т Е) 88 т 

6) (UEFS-13) Uma tábua de 2,5 т é usada como rampa рага subir em um palco de 
1.5 m de altura. Para se reduzir em 30º o ângulo de inclinação dessa rampa, pode-se 
afirmar, usando 43 = 1,7 se preciso, que será necessária uma tábua de 
comprimento cerca de 

A)33m В) 5,5т  C)82m 0) 10,8т E) 13,6m 

7) (UEFS-13) Uma casa tem um quintal em formato de triângulo retângulo, com 20 
m de hipotenusa e um ângulo de 30º. Usando Ys 17 se preciso, pode-se concluir 
que, para colocar uma piscina quadrada nesse quintal, deixando um deck de 0,5 m 
em torno dela, seu lado deve ter, no máximo, cerca de 


A)3,6m B)42m  C)47m D)53m Е) 5,8т 


8) (UEL-11) Um indivíduo em férias na praia observa, a partir da posição Py um 
barco ancorado no horizonte norte na posição B. Nesta posição Pi, o ángulo de 
visão do barco, em relação à praia, é de 90º, como mostrado na figura ao lado. 


Ele corre aproximadamente 1000 metros na direção oeste e observa novament, 
barco a partir da posição Р». Neste novo ponto de observação P», o ângulo de vidi] 
do barco, em relação à praia, é de 45º. Qual а distância PB aproximadamente? Ë 
a) 1000 metros b) 1014 metros с) 1414 metros ў 

d) 1714 metros е) 2414 metros 


9) (Udesc-13) No site 

http//www denatran gov br/publicacocs/download/minuta_contran/Arquivo%206 pdf. (acesso 23 
encontra-se o posicionamento adequado da sinalização Semafórica, teni Met 
semáforos de coluna simples como para semáforos projetados s bi "id 
conforme mostra a Figura 1. D 


(a) (b) 


(a) Semáforo de coluna simples; 
(b) Semáforo projetado sobre a via. 


Figura 1 
pen Ше motorista de um veículo, ao parar, possa visualizar as luzes do semáforo, 
grupo focal deve ser visto sob um ângulo de 20º, conforme mostra a Figura 2 ' 


E — 1 RC 
AA 
pon 7 
b =1,25 m әр. == em. 
C=15m D 


LEGENDA: M 
A: dimensão média da altura do grupo focal; 

B: altura adotada dos olhos do condutor sentado no veículo; 

C: distância adotada entre os olhos do condutor e a frente do veículo; 

D: distância minima da linha de retenção até a projeção do grupo focal sobre o solo. 


Figura 2 


ECC TERES 
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Considerando tg (20º) = 0,36, determine os valores que faltam para completar a 


Tabela 1. 


Tabela 1 
Analise as proposições em relação às informações obtidas na Tabela 1, e assinale 
(V) para 
verdadeira e (F) para falsa. 
() Para o semáforo de coluna simples, D é aproximadamente 4,5 m. 
() Para o semáforo projetado sobre a via, H é aproximadamente 4,2 m. 
() А altura H do semáforo projetado sobre a via é aproximadamente 3,1 m maior 
que a altura H do semáforo de coluna simples. 
Assinale a alternativa correta, de cima para baixo. 


A.QF-V-V B. V-F-V COSS 
D.()V-V-F E.(QF-F-V 
10) (UEMG-12) 
52 dm 52 dm 
30º 
3,5m 


Conforme figura acima, na construção de um telhado, com inclinação de 30º em 
relação ao solo, foram usadas telhas ecológicas. Em cada lado da casa, foram 
construídos 52 dm de telhado e a altura da parede lateral da casa é de 3,5m. 
Considerando esses dados, conclui-se CORRETAMENTE que o ponto mais alto do 
telhado em relação ao solo encontra-se a uma altura de 

A)47m. B)54m. C)6.1m. D) 6,8 m. 


11) (UECE-09) No triángulo EYZ, o ângulo a = YÉZ é tal que sen a = 0,6. Se I é 
um ponto do lado EZ (entre E e Z), tal que o ángulo viz é igual a 2a e se a medida 
do segmento El é 50 m, então a medida, em metros, da altura do triângulo EYZ 
relativa ao lado EZ é 


A) 42. B) 44. D)48. 


C) 46. 


Ao aproximar-se 420 m em linha reta em direção à montanha (ponto B), passa a vê- 
lo segundo um ángulo fj . Considerando que as dimensões do pequeno barco são 
desprezíveis podemos afirmar que a altura da montanha é: 


Dados: 
1 2 
cosa = MES 
а) 420т Ы) 640т  c)820m ) 840т  e)940m 


13) (UFG-09) Um avião, em procedimento de pouso, encontrava-se а 700 т de 
altitude, no momento em que a linha que liga o trem de pouso ao ponto de toque 
formava um ângulo 0 com a pista de pouso, conforme a ilustração abaixo. 


== 


Ponto de toque 


Pista de pouso 
Para a aterrissagem, o piloto programou o ponto de toque do trem de pouso com o 
solo para 300 m após a cabeceira da pista, indicada por C na figura. Sabendo que 
sen 0 = 0,28 e que o ponto P é a projeção vertical do trem de pouso no solo, a 
distância, em metros, do ponto P ao ponto C corresponde a 


(A) 1700 (B)2100 (C)2200 (0) 2500 (Е) 2700 
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12) (UFAM-13) De um pequeno barco (situado no ponto A), um observador 
enxerga o topo de uma montanha segundo um ângulo a. 


LL. 


ҮТИ 


| 
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14) (UFG-12) Observe a figura a seguir, em que estão indicadas as medidas dos 
lados do triângulo maior e alguns dos ângulos. 


10 8 
К 
6 
O seno do ángulo indicado por а na figura vale: 5 5 
ы Ё 4- 44345 44543 
5 443-3 pe 48 de 35 узж 5 


10 10 10 10 10 


15) (UFJF-12) Dois estudantes І e II desejam medir а altura, H, de um prédio, 
utilizando-se de conhecimentos matemáticos. Distanciados um do outro de x 
metros, os estudantes fazem visadas atingindo a ponta da antena de altura h situada 
no topo do prédio, segundo os ángulos a e b , representados no esboço abaixo. 


а 


H 
Estudante I 
Obtenha a altura H da torre, em função dea, b, hex. 


1 
Estudante II 


16) (UFLA-12) A expressão de x em função de a é dada por: 


17) (ESPM-14) Um avião voava a uma altitude e velocidade constantes. Num certo 
instante, quando estava a 8 km de distância de um ponto P. no solo, ele podia ser 


visto sob um ângulo de elevação de 60º e, dois minutos mais tarde, esse ângulo 
passou a valer 30º, conforme mostra a figura abaixo. A velocidade desse avião era 
de: 


Ye 


P 
a) 180 km/h b) 240 km/h с) 120 km/h d) 150 km/h e) 200 km/h 


18) (UFPB-08) Em um determinado edifício, os primeiros andares são destinados 
às garagens e ao salão de festas e os demais andares, aos apartamentos. Interessado 
nas dimensões desse prédio, um topógrafo coloca um teodolito (instrumento óptico 
para medir ângulos horizontais e ângulos verticais) a uma distância d do prédio. 
Com um ângulo vertical de 30º, esse topógrafo observou que o primeiro piso de 
apartamentos está a uma altura de 11,80m do solo; e com um ángulo vertical de 
60°, visualizou o topo do edifício, conforme a figura abaixo. 


De acordo com esses dados e sabendo-se que a luneta do teodolito está a 1,70m do 
solo, a altura do edifício é: 
a)3lm  b)23.60m с) 30,30 m d)21,90 m e)32m 


19) (UFPB-10) Em parques infantis, é comum encontrar um brinquedo, chamado 
escorrego, constituído de uma superfície plana inclinada e lisa (rampa), por onde as 
crianças deslizam, e de uma escada que dá acesso à rampa. No parque de certa 
praça, há um escorrego, apoiado em um piso plano e horizontal, cuja escada tem 
2m de comprimento e forma um ângulo de 45º com o piso; e a rampa forma um 
ângulo de 30º com o piso, conforme ilustrado na figura abaixo. 


AUS 


De acordo com essas informações, é correto afirmar que o comprimento (L) da 
rampa é de: 


a) V2 m b) 2/2 m c) 3V2 m d) 4/2 m e) 5/2 m 


20) (Mackenzie-77) Os dois ângulos agudos de um triângulo retângulo não 
isósceles são raízes da equação (em х) 3.tg x + K'.cotg К = 4К. Então: 
аук=1 b)k=V3/3 c)k=vV3 d)k=1/3 e) não sei 


21) (Insper -06) No triângulo ABC da figura, retângulo em A, ABC = q, AC 73e 
AB=tga. 


c 
i 
enc 
iS 
~ Mrne 

A tga 
Então, o perimetro do triângulo vale 
a) V3 +4 b) 3+4 3343 d) 2/243 e) 3V2+4 


i is à j i b, em graus, sào 
-09) Considere dois ângulos agudos cujas medidas aeb, o; 
a d b 2 90º e 4.sen a — 10.sen b = 0. Nessas condições, é correto concluir 
que 
ajtga=letgb=1. d)tg 
b)tga-4etgb- 1/4. e)tga 
c)tga=1/4etgb=4. 


5etgb=5/2. 
5/2 e tg = 2/5. 


а lelas, А é um ponto que 
23) (Insper-11) Na figura, em que as retas r e s são para! Š 
re $ de r e 2 de s. Dada uma medida а, em graus. tal que 0 < a < 90, tomam-se os 


pontos B e P sobre re Се Q sobre s tais que m( АВР) = m(ACQ) =a. 


— 
r 2 2. Distantes 0,5m do nível da calçada (pontos А e B), os pontos P, е О, indicam as 
AAN ( posições das extremidades de um eixo que sustenta o portão. 
А 2 N En portão aberto 
5-6 > 
E ED 
2 4 a rA 
Nessas condições, a área do triângulo ABC é igual a ER 
a)tga. b)2tg a. c) tg a . cotg а. 
d) cotg a. €) 2cotg a. rcm 
` — 
24) (Insper-12) O retângulo da figura, cuja base AB mede o triplo da altura BC. foi Жаны 
dividido em três regiões рог meio de duas retas paralelas. f P 
b Ee c e O portão, que tem 3m de altura, sobe e simultaneamente gira 60 graus em torno 
desse eixo, até ficar totalmente aberto, suspenso nas posições indicadas por P» e Q». 
Se o portão, quando totalmente aberto, deve deixar uma passagem livre de pelo 
menos 2m de altura, a menor distância dos pontos P; e Q> em relação ao nível da 
calçada, indicado pelos pontos A e B, deve ser de 
1 а)2,05т. b)2,15m. c)225m. d)235m. е) 2,45m. 
A B 


26) (Insper-13) Um empreendedor está desenvolvendo um sistema para auxiliar o 
julgamento de lances duvidosos em partidas de futebol. Seu projeto consiste de um 
chip instalado na bola e um sensor posicionado em um dos cantos do campo (ponto 
P). 


Os pontos marcados sobre os lados AD e BC dividem esses lados em quatro partes 
de medidas iguais. Se a área da faixa central é igual à soma das áreas dos triângulos 
sombreados, então o ângulo a é tal que 

a) tg a = 1⁄4 b)tga=3/10  c)tga-1/3 d) tg a = 3/8 e) tg a = 3/5 


Re 


25) (Insper-13) O acesso à garagem de um edifício é guardado por um portão 
retangular que fica normalmente fechado. Para abrir a passagem para os veículos 
que por ali circulam, o portão sobe e se inclina, conforme figuras a seguir. 

portão fechado 


| [a 
Y 
1--- ----- 


x 
us O sensor detecta a distáncia r entre os pontos P e B (bola) e a medida a do ángulo 
ocn ^. ҮЗ BPQ. Em seguida, transforma essas informações nas distâncias x е y indicadas na 
| figura. Isso pode ser feito por meio das expressões 


| à 


AU 
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b)x=r cos «u e y = епа 


1 l 
a)x=-sena e y=-cosa 
r r 


с) х = гѕеп 20 e y = rcos 20. d)x-rcosa e у-гвеп а. 


t 1 
е) x=-sen2a e у= -соѕ20 
£ т. 


27) (Insper-16) A equipe que está preparando os efeitos de iluminação de um show 
a ser feito em um estádio precisa instalar um canhão de luz num ponto a 20 metros 
de altura em relação ao chão, no qual está posicionado um palco de 20 metros de 
comprimento onde o cantor irá se apresentar. Para definir o ângulo de 
movimentação do canhão de luz de modo que ele possa acompanhar o cantor por 
todo o palco, a equipe modelou o problema utilizando o plano cartesiano abaixo, no 
qual cada unidade equivale a 10 metros. 


Se necessário, utilize os dados da tabela ao lado. 


a tga (valores aproximados) 
126° -14 

135° -1,0 

144° -97 . 

153* -0,5 

162º -0,3 

171° -0,2 

180° 0,0 


Para que o canháo de luz possa ser posicionado apontado para o cantor em sua 
movimentagáo ao longo de toda a plataforma, o valor aproximado do ângulo о, 
formado pelo canhão e pelo eixo y, deve estar sempre entre 

(a) 18º е 27º. (b) 27º e 36º. (c) 36° e 54º. 

(d) 54º e 63º. (e) 63º e 72º. 


28) (FGV-09) No quadrilátero ABCD mostrado na figura ao lado, B e Ó são 
ángulos retos, ВС = х, CD = 2x, AD = 3x e À = 6. Determine: 


| 


РҮҮ Ia, 


í 


D 
A) o comprimento dos segmentos AC e AB em função de x. 
B) o valor de sen 0. 


29) (FGV-09) Um estudante tinha de calcular a área do triángulo ABC, mas um 
pedaço da folha do caderno rasgou-se. Ele, então, traçou o segmento A'C' paralelo 
a AC, a altura C'H do triângulo A'BC' e, com uma régua, obteve estas medidas: 
C'H=1,2em, А'В = 1,4cm e AB = 4,2cm. 
„Хх PIN 


A) Use essas medidas e calcule a área do triángulo ABC. 

B) Com a régua, ele mediu também o lado A'C'e obteve A'C' = 1,5cm. 

Se as medidas em graus dos ângulos agudos À e B^ são respectivamente a e b, 
calcule o valor de sen(a — b). 


RE 


T 
30) (FGV-10) Seja ABC um triângulo retângulo em B tal que AC = m eBP=3, 


onde BP é a altura do triângulo ABC pelo vértice B. A menor medida possível do 
ângulo ACB tem aproximação inteira igual a 
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Dado: 

tga | “ator aproximado 

de a em graus 

42 

3 252 

/2 

SA 35,3 

Уз 

> 40,9 

2/2 

Tg ©з 

23 

3 49,1 
А)25°.  B)35. CIAT. 0) 43°, E) 49°, 


31) (FGV-12) Um funcionário do setor de planejamento de uma distribuidora de 
materiais escolares verifica que as lojas dos seus três clientes mais importantes 
estão localizadas nos pontos A(0, 0), B(6, 0) e C(3, 4). Todas as unidades são dadas 
em quilômetros. 

y Figura 1 


“о 


^ š x 


Sejam a, b e c as medidas dos ángulos internos de vértices A, B e C, 
respectivamente, do triángulo ABC. 

a) Calcule o valor de tg (2a). 

b) Qual é o valor da soma cos (a — b) + cos 2c? 


32) (FGV-15) Um edifício comercial tem 48 salas, distribuídas em 8 andares, 
conforme indica a figura. O edifício foi feito em um terreno cuja inclinação em 
relação à horizontal mede а. graus. A altura de cada sala é 3 m, a extensão 10 т, ea 
altura da pilastra de sustentação, que mantém o edifício na horizontal, é 6 m. 


Usando os dados da tabela, a melhor aproximação inteira para a é 
(A)4° (В) 5% (С) 6% (D) 7° (Е) 8% 


33) (FGV-16) Na figura seguinte, as retas г е s são paralelas entre si, е 
perpendiculares à reta t. Sabe-se, ainda, que AB = 6 cm, CD = 3 cm. AC é 
perpendicular a CD, e a medida do ângulo entre CD e a reta s é 30º. 


D N 
\ 
\ 
| wn 
Fora do oscala -- À. 
w: ab? —— 
ra E š 
r s 
Nas condições descritas, a medida de DE, em cm. é igual a 
+33  b)12+2V3 o) 6+43 
d) 64245 e) 34243 


34) (Unesp-12) Um prédio hospitalar está sendo construído em um terreno 
declivoso. Para otimizar a construção, o arquiteto responsável idealizou o 
estacionamento no subsolo do prédio, com entrada pela rua dos fundos do terreno. 
A recepção do hospital está 5 metros acima do nível do estacionamento, sendo 
necessária a construção de uma rampa retilínea de acesso para os pacientes com 
dificuldades de locomoção. A figura representa esquematicamente esta rampa (r), 
ligando o ponto A, no piso da recepção, ao ponto B, no piso do estacionamento. a 
qual deve ter uma inclinação a mínima de 30º e máxima de 45º. 


Nestas condições e considerando V? =1.4, quais deverão ser os valores máximo e 
mínimo, em metros, do comprimento desta rampa de acesso? 


35) (UFSCar-04) Na figura, ADB é reto, BÁC = a, CÁD = В, AC = 4dm e BC = 
Idm. 
B 


A B lejp 


Sabendo que cos (a + p) = > o valor de sen a é 


а) 2/3 b)3/5 c)2/5 d)US e) 1/6 


36) (Unicamp-1 1) Considere uma gangorra composta por uma tábua de 240 cm de 
comprimento, equilibrada, em seu ponto central, sobre uma estrutura na forma de 
um prisma cuja base é um triângulo equilátero de altura igual a 60 cm, como mostra 
a figura. Suponha que a gangorra esteja instalada sobre um piso perfeitamente 


horizontal. 
— é 


60cm 


a) Desprezando a espessura da tábua e supondo que a extremidade direita da 
gangorra está a 20cm do chão, determine a altura da extremidade esquerda. 

b) Supondo, agora, que a extremidade direita da tábua toca o chão, determine o 
ângulo a formado entre a tábua e a lateral mais próxima do prisma, como mostra a 
vista lateral da gangorra, exibida abaixo. 


КЕШЕТІН 


m 


60cm a y 
37) (Unicamp-13) Um recipiente cúbico de aresta a e sem tampa, apoiado em um 
plano horizontal, contém água até a altura 3a/4. Inclina-se lentamente o cubo, 


girando-o em um ángulo 0 em torno de uma das arestas da base, como está 
representado na figura abaixo. 


т 


а) Supondo que o giro é interrompido exatamente antes de а água começar а 
derramar, determine a tangente do ângulo 0. 

b) Considerando, agora, a inclinação tal que tan(0) = 1/4, com 0 < 0 < 7/2, calcule о 
valor numérico da expressão cos(20) — sen(20). 


38) (Fuvest-13) Um caminhão sobe uma ladeira com inclinação de 15º. A diferença 
entre a altura final e a altura inicial de um ponto determinado do caminhão, depois 
de percorridos 100 m da ladeira, será de, aproximadamente, 


Dados: 4321,73 е ser'(5)- | 
a)7m b) 26m c) 40m d) 52m e) 67m 


39) (Fuvest-14) Uma bola branca está posicionada no ponto Q de uma mesa de 
bilhar retangular, e uma bola preta, no ponto P, conforme a figura ao lado. A reta 
determinada por P e Q intersecta o lado L da mesa no ponto R. Além disso, Q é o 
ponto médio do segmento PR, e o ángulo agudo formado por PR e L mede 60%. A 
bola branca atinge a preta, após ser refletida pelo lado L. Sua trajetória, ao partir de 
Q. forma um ángulo agudo 0 com o segmento PR e o mesmo ángulo agudo a com 
o lado L antes e depois da reflexão. Determine a tangente de a e o seno de Ө. 
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R q L 
40) (EsPCEx-05) Um topógrafo, querendo conhecer a altura de um penhasco, 
mediu a distância do ponto A até a beira do rio (ponto E), obtendo 20 metros. A 


largura do rio (EB) é desconhecida. A figura abaixo mostra os ángulos ВАС = 30° e 
BEC = 60º. A altura do penhasco encontrada pelo topógrafo foi 


300 
A ES 
а) 15/3 т  b)12V3m 


по 8 


Ф103 т — d20/3m е) 40/3 m 
41) (Ciaba-03) Uma escada cujos degraus têm todos a mesma extensão, além da 
mesma altura, está representada na figura acima, vista de perfil. Se AB = 2m e 


BCA =30º, a medida da extensão de cada degrau é: > 


a m 


42 
3 5 


m c 
3 ) 


42) (Ciaba-00) Um navio que navega em linha reta em relação a um farol, o avista 
sob um ângulo de 60º com o horizonte. Afastando-se do farol mais 30m, passa a 
vê-lo sob um ângulo de 45º. Então, a altura provável do farol é: 


| 


TANN 
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(в)10(15+3) m (C)1s(3+3)m 


(Ex1s(10+43) m 


(A30(N3 + 1) m 
(Dyts(N3+1)m 


43) (Ciaba-08) Um navio, ao navegar em linha reta, passa sucessivamente pelos 
pontos A, B, C. O Comandante, quando o navio está em A, observa o farol L e 
calcula o ângulo АС = 30º. Após navegar 4 milhas até B, verifica o ángulo LBC= 
75º. De acordo com a representação abaixo, a distância do farol ao ponto B é 


a) 8V11 milhas b) 242 milhas с) 3/3 milhas 
d) 6/5 milhas е) 743 milhas 


44) (Ciaba-09) Duas pessoas estão na beira da praia e conseguem ver uma lancha B. 
na água. Adotando a distáncia entre as pessoas como P,P} sendo 63 metros, o 


ángulo ВРР, 0% BÊ,P, =B,tga=2etg B = 4. A distância da lancha até a praia 


vale 


(A) 83 (В) 84 (C) 85 (D) 86 (E) 87 
45) (Escola Naval-06) Considere a figura abaixo: 
B 
A (o 


«ы n 
A área do triângulo BDC é: 


4+4, 4.4, 4, d, 
cotg a. — cotg fj 2(cotga + со) 2(cotga —cotg В) 
44, 44, 


е 
2cotga — cotgp 2(cotgo.- cotgp) 


46) (AFA-04) Um passageiro em um avião voando a 10,5 km de altura avista duas 
cidades à esquerda da aeronave. Os ângulos de depressão em relação às cidades são 
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30º e 75º conforme a figura abaixo. A distânci Я 
Í хо. cia, em km, édi 

situados nessas cidades é igual a mente оз p 


105km 


A B 
2 
ау216/5-0) y 925 avi 


47) (I TA-95) Um dispositivo colocado no solo a uma distáncia d de uma torre 
dispara dois projéteis em trajetórias retilíneas. O primeiro, lançado sob um ângulo 0 
<(0, 7/4), atinge a torre a uma altura H. Se o segundo, disparado sob um ап, d 20, 
aatingea uma altura H, a relação entre as duas alturas será: ý - 
a)H-2hd/(d —h) b)H-2hd'(d'*h) c)H -2hd'(d —h) 

ФН = 24/4 +?) e) H=hd'/(d? + h°) 


ИЕЗИ Dois dos catetos de um triângulo retângulo são: а = 4/3 meb=4 
m. Determinar os valores das linhas trigonométricas і el à 
еуен g naturais referentes ao ângulo 


xd (IME-95) Seja ABC um triângulo qualquer. Por В’ e С” pontos médios dos 
lados AB e AC, respectivamente, tragam-se duas retas que se cortam em um ponto 
M, situado sobre o lado BC, e que fazem com esse lado ángulos iguais 0 conforme 


a figura abaixo. Demonstre que: pl 
tg0 


uUum 


Ciclo Trigonométrico e Identidades 


2.1. MEDIDAS DE ARCOS 
Considere uma circunferência. Sobre esta 
B circunferência tome dois pontos A e B, conforme indicado 
А-а figura. A circunferência fica dividida em duas partes, 
cada uma denominada de arco de circunferência AB. 
Perceba que a simples simbologia AB não determina 
o arco, sendo necessário designar um sentido de medida, 
horário ou anti-horário, de modo a especificar qual dos dois arcos em que a 
circunferência ficou dividida é realmente o arco AB desejado. 


Observação: Se os pontos A e B coincidirem a circunferência fica dividida em dois 
arcos, um de comprimento nulo (denominado de arco nulo) e outro coincidindo 
com a circunferência original (denominado de arco completo ou arco de uma volta). 


в... 
u 
“ 
A 


2.1.1. Unidades 


De modo a calcular a medida do arco de circunferência, 
deve-se determinar sobre a circunferência uma unidade 
fundamental de medida e calcular a quantidade destas 
unidades de medidas que estão contidas no arco. Por 
exemplo, na figura ao lado definiu-se a unidade de medida u. 
Perceba que no arco AB destacado na figura existem 


exatamente 5 unidades u, fazendo com que AB -5u. 


2.1.1.1. Grau 

Tome uma circunferéncia e a divida em 360 partes iguais. Um grau 
(simbolizado por °) é igual a medida de cada um destes arcos menores em que a 
circunferéncia fica dividida. Em outros termos, 1? (um grau) é igual a medida de 


1 + 
— de um arco completo. Deste modo, um arco completo possui 360º. 


360 
D 

i С) 
B 


Por exemplo, considere que os pontos A, B, C e D 
dividem uma circunferência em 4 partes iguais. Assim, cada 


ES AN 5255 o 
um dos menores arcos AB, BC, CD e DA vale = =90°. 


As subunidades de grau são minutos (°) e segundos (7), 
de modo que 60 minutos é igual a um grau e que 60 
segundos é igual a 1 minuto: 


trico a identidades 


1'-60 е 1'=60” 
Por exemplo: 


6,625° = 6° + 0. 
= 6° 37` + 60.0. 


° = 6° + 60.0,625° = 6° 37,5" = 637 + 0,57 = 
° 37° 30” 


No volume O desta coleção existe um capítulo sobre Sistema de Medidas, 
onde está detalhado o cálculo e as devidas conversões de um ângulo em graus, 
minutos e segundos. 


2.1.1.2. Radiano 

Um radiano (1 rad) é o ângulo definido em uma circunferência por um arco 
com o mesmo comprimento que o raio da referida circunferência. É possível 
demonstrar que em uma circunferência existe 2л (aproximadamente 6,28318531) 
radianos em um arco completo. No volume 2 desta coleção, no capítulo sobre 
Introdução aos Círculos, existe um texto explicando melhor o cálculo do 
comprimento de uma circunferência. 

Não existem subunidades de radianos, devendo ser usado o sistema decimal 
para designar frações das medidas de arcos medidas em radianos. Por exemplo, 


ЕЈ гай = 3,6875 rad. 
16 


2.1.2. Conversão entre unidades 

Das definições de grau e radianos é possível identificar uma relação linear 
entre ambas. Assim, para fazer a conversão basta resolver uma regra de 3 simples. 
Para converter um ângulo conhecido 0, com medida dada em graus, para radianos 
deve-se proceder da seguinte maneira: ` 


Graus Radianos 
180º т 
0 x remet rad (0 em graus) 


Para converter de radianos para graus: 


Graus Radianos 
180* л 
x 0 x=2 180º (0 em radianos) 
т 


11411100 


1% 


11111 


Ciclo Trigonométrico e identidades 
Observação: No caso da conversão de graus para radianos, se ° ângulo fornecido 
não for um número inteiro em graus, inicialmente será necessário convertê-lo para 
minutos. Se o referido ângulo não for um número inteiro em minutos, será 
necessário convertê-lo para segundos. Neste caso, a 1° coluna da regra de 3 será dos 
ângulos em minutos ou segundos, onde também será necessário converter 180º em 
minutos ou segundos, dependendo do caso. 


Exercícios Zesolvidos ж” 


1) Converter em radianos os seguintes ângulos: 
а) 60º 


Ө 60 л 
29 a Rid 
X81807 7180" 3 


NONEM 
180º 


b)x 


180° 36 


c) 11° 15^ = 11.607 + 15° = 660° + 15" 2675" 
Sabe-se também que 180° = 180.60" = 10800” 


Minutos Radianos 
10800 x wš 
> x 
х = п = — rad 
e x Х 10800" 16 
d) 2° 48' 45” = 2.60" + 48.60" + 45” = 120° + 2880" + 45" = 120.60” + 2925” = 


= 7200” + 29) 10125” 3 5 
Sabe-se também que 180º = 180.60” = 10800” = 10800.60” = 648000 


Segundos Radianos 
648000 x 


10125 x 64 


х <A Identidade — 
2) Converter em graus os seguintes ângulos: ш 


а) Bs rad 
2 кш 
b) 0,9375л rad 
c) is rad 
c Em 
Зл E 
d) ET rad (aproximadamente) Е ТЕ 
Solução: 
а) x = 180 18037 _ уә 
x т 2 EB 
180, 180 
b) х= 1707 ——0,9375л -168,75%- 168º + 0,75,60' = 168º 45º ET 
21800 180 117 ñ 
O х0 gg =20,625°=20° + 0,625.60” = 20° 37,5! =20°37' + 0,5.60” = EM 
=20°37 30” 
180, 1803 Е-Е 
d)x-—0- тт =77,142857..º=77º + (0,142857...).60° = 


T 
= 77° + 8.571428. 


77° 8° (0,571428).60" = 77° 8º 34,2857...” = 77° 8 34” | 


3) Converter, em valor aproximado, 1 rad em graus. 
Solução: | 


1800. — 180 2 
т ®®з.т1159265`! E 57.29578°= 57° + 0,29578.60 = 57° 177468 = 


57° 17° + 0,7468.60" = 57º 17° 44,808” = 57917 45” 3 


( 
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2.2. CICLO TRIGONOMÉTRICO 


Considere um sistema de eixos cartesianos xOy. Suponha que À é uma 
circunferência de raio igual a 1 centrada na origem O. Perceba que o comprimento 
desta circunferência é 2x. A é o ponto onde À intercepta o eixo x. A partir deste 
ponto A todos os arcos são medidos ao longo de À. 

Seja f(0) uma função que associa para cada 0 um ponto P na circunferência 
de modo que: 

(1) Se 0 = 0 o ponto P coincide com o ponto A. 

(2) Se 0 > 0, a partir do ponto A e no sentido anti horário, é contado um arco de 
comprimento 0. O ponto P é o outro extremo deste arco. 

(3) Se 0 < 0, a partir do ponto A e no sentido horário, é contado um arco de 
comprimento |0]. O ponto P é o outro extremo deste arco. 


Afirma-se que o ponto P é a imagem de 0 pela função f. Quando a função f é 
associada a uma circunferência À de raio unitário, afirma-se que À é o ciclo 
trigonométrico. 

Como o raio da circunferência é igual a 1, o comprimento do arco AP, em 
unidades de comprimento, é igual ao valor do ângulo central 0, em radianos. 
Assim, é possível identificar a posição de P para determinados valores de 0. 

ya 


Й 
Ө = л/2 

IN? 
or 1 Jx 


Ө = 3n/2, 


Perceba que a função f é uma função periódica, uma vez que 


1(0) = f(0 + 27) = f(0 + 4n) = (0 + бл) = 


HO +2km), k e IN. 


Desta forma, caso dois arcos 0, e 0; sejam tais que 0, — 0; = 2kx, k е IN, 
segue que 0, e 0; possuem a mesma imagem pela função f. Neste caso, 0, e 0; são 
denominados de arcos côngruos. Assim, qualquer ponto P no ciclo trigonométrico 
é a imagem de infinitos arcos, todos côngruos entre si. 


y 
Р 


yz Todos os arcos da forma 0 + 2Кл, ke Z, O positivo 
ou negativo, sáo associados ao mesmo ponto P no ciclo 
Қ”, trigonométrico. 


Os eixos x e y dividem o ciclo trigonométrico em quatro setores, 
denominados de quadrantes, conforme ilustrado na figura. Em cada quadrante é 
possível identificar o sinal das coordenadas do ponto P. 


primeiro 
quadrante 


хе>беур>0 


terceiro [quarto 
quadrante [quadrante 


550 


xp>00 yp< 


Assim, pode-se afirmar que: 


(1) x está no primeiro quadrante se e somente 5е 0 + 2kx<0 < e 2kn 


(2) x está no segundo quadrante se e somente se = 2kn <0<л+2Кл 


(3) x está no terceiro quadrante se e somente se л +2kr <0< = 2kn 


(4) x está no quarto quadrante se e somente se Tena «0 «2n +2kr 


onde k é um número inteiro. 


2.2.1. Seno de um arco 
Considere o ciclo trigonométrico e o ponto 


P, imagem de um arco de comprimento 0. Define- 
se a função seno (simbolicamente designada por 
sen) de um arco 0 como f: IR—IR que associa a 
cada 0 a ordenada do ponto P: 


1(0) = sen Ө = y» 


Em relação a esta definição algumas 
observações importantes podem ser destacadas: 


(1) A imagem da função seno é o intervalo [- 1, 1], ou seja, — 1 < sen 0 < 1 para 
todo arco 0. 

(2) sen 0 > 0 para 0 pertencente ao primeiro ou segundo quadrantes e sen 0 < 0 para 
0 pertencente ao terceiro ou quarto quadrantes. 

(3)sen0=0para0=kx,k e Z. 


(4)sen 0 = para 0=T+2kr,ke Z. 
(5) sen Ө =- 1 para 0= E zia. ke Z. 


(6) A função f(0) = sen Ө é periódica de período 2л: 
sen Ө = sen (0 + 2kz), k e Z. 
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2.2.2. Cosseno de um arco 


Уф Considere о ciclo trigonométrico e о ponto 
P, imagem de um arco de comprimento 0. Define- 
se a função cosseno (simbolicamente designada 
por cos) de um arco 0 como f: IR—IR que associa 
a cada Ө a abscissa do ponto Р: 


Ө) = cos 0 = xp 


Em relação a este definição algumas 
observações importantes podem ser destacadas: 


(1) A imagem da função cosseno é o intervalo EL П, ou seja, – 1 < cos 0 < 1 para 
todo arco 0. 

(2) cos 0 > 0 para 0 pertencente ao primeiro ou quarto quadrantes e cos 0 < 0 para 0 
pertencente ao segundo ou terceiro quadrantes. 


(3)cos 0 = 0 para 0=Trkr,ke 2. 


(4) cos 0 = І para 0 = 2kx.k e Z. 

(5)cos 0 = – 1 para 0 =n +2kr,k e Z. 

(6) A função f(0) = cos 0 é periódica de período 2л: 
cos 0 = cos (0 + 2kn), Ке Z. 


m Em um ciclo trigonométrico sejam 
os pontos P e Q, imagens de Ө e 1/2 — 0, 
respectivamente. Os pontos B, C, De E 
são as projeções de P e Q sobre os eixos 
X € y. conforme a figura. Perceba que os 
triângulos OPB e OQC são congruentes. 
Logo: 


id OC-PB > xw=y > 


cos(3-0) =sen0 
2 


QC-OB = Уо = хр > 
ШЕЛЕК 


TAAN 
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2.2.3. Tangente de um arco 


Considere um eixo t, com origem em A e paralelo ao eixo y. Esse eixo é 
conhecido como eixo das tangentes. O ponto P é a imagem do arco 0 sobre a 
circunferência trigonométrica. A reta OP intercepta o eixo t em um ponto de 
posição tp. 


A função tangente é definida como f: IR (GE ta] > IR que associa a cada 


0 a posição tp sobre o eixo das tangentes. Simbolicamente adota-se fg ou tan ou tag. 
Assim, pode-se afirmar que: 


f(0) 7 tg 0 7 t» 
Note que para 0=5+ kx a reta OP é paralela ao eixo das tangentes, não 


A " т 
interceptando-a. Por esse motivo a função tangente não é definida para Ө = 2 +kx. 


Propriedades 

(1) A imagem da função tangente é IR. 

(2) tg 0 > 0 para 0 pertencente ao primeiro ou terceiro quadrantes. 

(3) tg 0 < 0 para Ө pertencente ao segundo ou quarto quadrantes. 

(4) A função tangente é periódica de período 7. De fato, determina-se a mesma reta 
OT para os arcos 0 e O + Кл: 


tg0-tg(0-- kx), keZ 


Z. Ciclo Trigonométrico e identidades 
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2.2.4. Cotangente de um arco 2.2.5. Secante de um arco 
Considere um eixo c, com origem no ponto B. paralelo ao eixo x e tangente ER Suponha que o ponto P é a imagem de um arco 0 sobre a circunferência 
ao ciclo trigonométrico. Esse eixo é conhecido como eixo das cotangentes. O trigonométrica. A reta s é tangente ao ciclo trigonométrico em P. Seja sp a posição 


ponto Р é a imagem do arco 0 sobre a circunferência trigonométrica. A reta OP do ponto que é interseção da reta s com o eixo x. 


intercepta o eixo c em um ponto de posição Cp 


A função secante é definida como f: IR. (GE «|» IR que associa а cada O 


A função cotangente é definida como f: IR -kr — IR que associa a cada 0 a 
posição cp sobre o eixo das cotangentes. Simbolicamente adota-se cot ou со ou 


n 3 a posição sp sobre o eixo x. Simbolicamente adota-se sec. Assim, pode-se afirmar 
cotan. Assim, pode-se afirmar que: 


que: 
(0) = сор 0 = сь (0) = sec 0 = sp 
Note que para Ө = kr a reta OP é paralela ao eixo das cotangentes, não 


л " " баса А 
і A H EUH E тб Lec Š étric é 
interceptando-a. Por esse motivo a função cotangente não é definida para 0 = Кл. Note que para 0=+kr a reta tangente ao ciclo trigonométrico em Р 


" paralela ao eixo x. nào interceptando-a. Por esse motivo a função secante não é 
Propriedades 


(1) A imagem da função cotangente é IR. 

(2) cotg 0 > 0 para 0 pertencente ao primeiro ou terceiro quadrantes. 

(3) cotg 0 < 0 para 0 pertencente ao segundo ou quarto quadrantes. 

(4) A função cotangente é periódica de período л. De fato, determina-se a mesma 
reta OT para os arcos 0 e Ө + km: 


definida para 0 =L + Кл. 


Propriedades 

(Т) A imagem da função secante é IR — ]- 1, 1[. 

(2) sec 0 > 0 para 0 pertencente ao primeiro ou quarto quadrantes. 

(3) sec 0 < 0 para 0 pertencente ao segundo ou terceiro quadrantes. 

(4) A função secante é periódica de período 2л. De fato, determina-se a mesma reta 
tangente ao ciclo trigonométrico em P para os arcos 0 e O + 2Кл: 


соф 0 = cotg (0 + Кл), k e Z 


sec Ө = sec (0 + 2Кл), k e Z 


0001011010011 


2.2.6. Cossecante de um arco 


Suponha que o ponto P é a imagem de um arco 0 sobre a circunferência 
trigonométrica. A reta r é tangente ao ciclo trigonométrico em P. Seja rp a posição 
do ponto que é interseção da reta s com o eixo y. 


Y 


A função cossecante é definida como f:IR — kr>IR, keZ, que associa а 
cada 0 a posição rp sobre o eixo y. Simbolicamente adota-se cossec. Assim, pode-se 
afirmar que: 


f(0) = cossec 0 = rp 


Note que para 0 = kr a reta tangente ao ciclo trigonométrico em P é paralela 
ao eixo y, não interceptando-a. Por esse motivo a função cossecante não é definida 
para Ө = Кт. 


Propriedades 

(1) A imagem da função cossecante é IR — ]- 1, 1[. 

(2) cossec 0 > 0 para 0 pertencente ao primeiro ou segundo quadrantes. 

(3) cossec 0 < 0 para O pertencente ao terceiro ou quarto quadrantes. 

(4) A função cossecante é periódica de período 2л. De fato, determina-se a mesma 
reta tangente ao ciclo trigonométrico em P para os arcos 0 е Ө + 2kx: 


cossec Ө = cossec (0 + 2kr), k e Z 


2.2.7. Relações Entre As Funções Trigonométricas 


Teorema: Para todo Ө е IR, 0 = e kr, tem-se tg0= 


Demonstração: 


sen O 
сов0” 


Suponha que P é a imagem do arco 0 sobre 
o ciclo trigonométrico. B é a projeção de P sobre 
о eixo х. T é a interseção de OP com o eixo t das 
tangentes. Perceba que AOAT e AOBP possuem 
os mesmos ângulos. Assim AOAT — AOBP: 


FO io 
==> > = — 

BP OB lyel Ixpl 

" seno 
11801 — 1 1101-1581] 
|sen0| |cos0| |cos0| 


A tabela abaixo mostra como variam os sinais de tg 0, sen 0 e cos 0 de acordo 
com os quadrantes do ciclo trigonométrico. 


Quadrante | Sinal de tg Ө | SinaldesenO | Sinal de cos O Sinal de SP 0 
со50 

15 + + + + 

ES = + = E 

3º + = " * 

4º - — + - 
sen0 


Como o sinal de tg O coincide, em cada quadrante, com o sinal de 


então pode-se afirmar que: 


cos" 


para todo 0 € IR, 0 = Z+ ka. keZ. 
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cos0 2 


Teorema: Para todo 0 е IR, 0% Кт, tem-se cotg0 = 5 
senĝ 


Demonstração: 


Suponha que P é a imagem do arco 0 sobre 
o ciclo trigonométrico. D é a projeção de P sobre 
о eixo y. C é a interseção de OP com o eixo с das 
cotangentes, cuja origem é B. Perceba que 
AOCB e AOPD possuem os mesmos ângulos. 
Assim AOCB — AOPD: 


BC OB , lel 1 E 
DP OD ^ [xl iy] 
Ісоір0| 1 [cos0| 
= cotg 0 |= 
[cose] "seno ^ 29 еле] 


A tabela abaixo mostra como variam os sinais de cotg 0, sen 0 e cos 0 de 
acordo com os quadrantes do ciclo trigonométrico. 


Quadrante | Sinal de cotg 0| Sinal de sen O | Sinal de cos 0 Sinal de cost 
ѕеп0 
g + + + + 
22 = + = = 
3º + = = + 3 
4º - - + E 
сов0 


Como o sinal de cotg O coincide, em cada quadrante, com o sinal de 


зеп0” 
então pode-se afirmar que: 


со50 
зеп0” 


cotg0 = 


para todo 0 € IR,0% kr, ke Z. 


ТИ ФИЙ 
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Teorema: Para todo 0 € IR, 0 = кл, tem-se secgo=—1 
2 cos 


Demonstração: 


Suponha que P é a imagem do arco 0 
sobre o ciclo trigonométrico. Q é a 
projeção de P sobre o eixo x. S é a 
interseção da reta tangente ao ciclo 
trigonométrico em P com o eixo x. Perceba 
que AOPS e AOQP possuem os mesmos 
ângulos. Assim AOPS — AOQP: 


A tabela abaixo mostra como variam os sinais de sec 0 e cos 0 de acordo com 
os quadrantes do ciclo trigonométrico. 


Quadrante | Sinal de sec Ө | Sinal de cos O 
1° + + 
2 - - 
3º = = 
4° + + 


Como o sinal de sec 0 coincide, em cada quadrante, com o sinal de cos 0. 
entào pode-se afirmar que: 


весб- 


сов0” 


para todo 0 е IR, Ө = Iekm. keZ. 


Ciclo Trigonométrico e Ideutid; 


| 


- | 


Teorema: Para todo 0 е IR, Ө + Кт, tem-se cossec = 2 
sen 6 


Demonstração: 


Suponha que P é a imagem do arco O 
sobre o ciclo trigonométrico. Q é a projeção de 
P sobre o eixo y. R é a interseção da reta 
tangente ao ciclo trigonométrico em P com o 
eixo y. Perceba que AOPR e AOQP possuem os 
mesmos ângulos. Assim AOPR — AOQP: 


o bol 


к 
ОР 


A tabela abaixo mostra como variam os sinais de cossec 0 e sen 0 de acordo 
com os quadrantes do ciclo trigonométrico. 


Quadrante | Sinal de cossec O | Sinal de sen Ө 
1° + + 
2° + + 
3° - - 
42 = = 


Como o sinal de cossec 0 coincide, em cada quadrante, com o sinal de sen 0, 
então pode-se afirmar que: 


совзесӨ = 


send” 


para todo 0 е IR, 0 + kx, ke Z. 


AU DUO 
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2.3. REDUÇÃO AO 1º QUADRANTE 


No capítulo 1 deste livro foram calculados os valores do seno, cosseno e 
Ж л т x š mA 
tangente dos ángulos A rad, + rad e 3 rad, todos ângulos do primeiro quadrante. 


A tabela do capítulo | está reproduzida abaixo, agora com os ângulos em radianos. 


Trad | Trad | Toad 
6 4 3 
Seno L Y A 
2 2 2 
Cossseno 55 Y L 
2 2 2 
Tangente ES 1 A 


É possível relacionar ângulos de outros quadrantes com os arcos notáveis que 
constam na tabela acima. Esta relação se chama de redução ao primeiro quadrante, 
que será analisada caso a caso. 


2.3.1. Redução do 2° ao 1° Quadrante 
y Considere no ciclo trigonométrico um arco O 


фы л 
no primeiro quadrante, 0<0<-. Repare que 


т * Z S 
5<n-0<7, ou seja, se 0 é um arco do primeiro 


quadrante, x — O é um arco do segundo quadrante. 

P é a imagem de 0 no ciclo. P` é a imagem do 
arco r — Ө no ciclo. А é a projeção de P no eixo x, В 
é a projeção de P" no eixo x. Perceba que ZPOA = 
ZP'OB = 0 e como PO = P'O, segue que APOA = 
AP"OB. Deste modo, conclui-se que: 
i) PA=P'B_ > sen0-sen(x—0) 
ii) OB-OA > cos Ө--сов(л-80) 
беп0 зеп(л-0) 
cos9 -сов(п-0) 


Sobre a tangente: 190 = 


= tg0=-tg(n—-0) 
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2.3.3. Redução do 4º ao 1º Quadrante 


т 
Se 0 é um arco do 1º quadrante, 09865: 


Estas três relações permitem fazer uma tabela com os valores de seno, 
cosseno e tangente de arcos notáveis do segundo quadrante do ciclo trigonométrico: 


Зп 5л 


Зл n us 
ET rad | — rad segue que icd 21-0 «27, ou seja, 2n — 0 é um 


arco do 4º quadrante. 

P é a imagem de 0 no ciclo. P" é a imagem do 
arco 2л — 0 no ciclo. A é a projeção de P no eixo y. В 
é a projeção de P` no eixo y. Perceba que ZPOA = 


Seno 


Cossseno 


POB = 2-0 e como PO = P'O, segue que APOA 
Tangente 2 


= AP'OB. Deste modo, conclui-se que: 
i) OB-OA = sen0=-sen (21-0) 
ii) РА -P'B = cos 0=cos (21-0) 
senÜ -sen(2n-0) 
cos0 N cos(21 - 0) 


2.3.2. Redução do 3º ao 1º Quadrante 


Se o arco 0 é do 1º quadrante, 0 < 0 < i segue 


Sobre a tangente: tg0 — = tg0=-tg(27-0) 


Зл : А 
que л<Өзл<2-, ou seja, O + x é um arco do 3º 


quadrante. 
P é a imagem de Ө no ciclo. P" é a imagem do 
arco 0 + л no ciclo. А é a projeção de P no eixo x, В 


Assim, seno, cosseno e tangente dos arcos notáveis do 4º quadrante valem: 


5n Tr Пт 


i 
é a projeção de P' no ei; o x. Perceba que ZPOA = - TE rad TE rad | — rad 
ZP"OB = 0 e como PO = Р'О, segue que APOA = е-е 45 42 
- 2 
E i 
2 


a 
[== 


AP'OB. Deste modo, conclui-se que: Seno 
i) PA-PB > sen Ө —— sen (0 +m) 
Н) OB-OA = cos0=-cos(0+7) 
seno E —sen(0 + x) 


cos0  —cos(0+1) 


Cossseno 


Solón 


Sobre a tangente: tg 0 = 


> tg0=1tg(0+1) 
x m ) Tangente anfi -1 


el 


Assim, seno, cosseno e tangente dos arcos notáveis do 3° quadrante valem: 


EL: rad zu rad Sn rad 
6 4 3 


ПЕ БЕЛЕ ШЕГІ 


Seno _ ps 


Cossseno 


Tangente 
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A imagem abaixo mostra todos os resultados da redução ao primeiro 

quadrante dos arcos notáveis, resultados esses demonstrados anteriormente neste 

capítulo. Todos os arcos são dados em radianos e graus, para facilitar o 
entendimento. 


tot Im (sen) =[-1.1] 
Де Im (cos ) = 1-11] 
т(ю)-а 
M Quadranto 
1Quadranie 
* ram 
y senx ; 
RIS ..-Х4 
aei es % IN 
o € osx 
180° ou л} 
IV Quadrante 
Il Quadrante 5 
2‚® COS 
LEA РТИ lx 
x 


2.3.4. Primeira Determinação Positiva 


Caso algum arco seja maior que 2x ou menor que O é necessário reduzi-lo ao 
intervalo |0, 2л[ para calcular o valor de suas funções trigonométricas. Desta 
forma, a primeira determinação positiva de um arco a (a > 2x ou a < 0) é o arco p, 
côngruo com q. tal que 0 < B < 2x e que satisfaz: 


a-p-*2kn keZ. 
Por exemplo, deseja-se calcular o valor de СЕЗ! Deve-se dividir = 


x 43л ER, i 
por 2л para encontrar o arco cóngruo de isa na primeira volta do ciclo 


trigonométrico: 


Assim, Aor 


& cA 7n 437 
é côngruo de 6 - Logo, sen 6 


Caso о arco seja negativo, o procedimento é análogo. Por exemplo. para 


calcular o valor de ra inicialmente deve-se dividir EE por 2л: 


am 


=). 


Assim, e é côngruo de Z=. Logo, cos(-HE) cos[ 


A utilidade da redugáo á primeira volta, para o cálculo de alguma fungáo 
trigonométrica, está restrita ao fato de encontrar um arco cóngruo que seja um arco 


notável. Por exemplo, como Ші. oem. segue que Hsr 


é côngruo de 


Зл E Зл " Я 
ER porém os valores de seno, cosseno e tangente de i não são conhecidos. 


D ^ Capítulo 2. Cicio Trigouométrico e onis eue s 
Exercícios Zesolvidos 


1) Qual o sinal de f(x) = sen x.(— sec x) no intervalo Е >=) 


Solução: 


1 
Sabe-se que secx = 
cos 


3 -Logo: f(x) = sen x.(- sec x) = —sen x. 1 =-tgx 
x OSX 


Г Зл 
O intervalo E ax] compreende todos os arcos do 4? quadrante, onde a tangente 


possui sinal negativo, fazendo com que — tg x possua sinal positivo. 


5n 
2)Se sen ss: = a, qual o sinal de a? Qual o valor de sen EE em função de a? 
Solução: 
5л mn аф 
Perceba que 0 “to ou seja, ES € um arco do TEST quadrante, onde todos 


137 


os cossenos são positivos: a é positivo. Perceba que se 0 = > T então =F =n-0 
E 
1 
Como sen 0 = sen (x — 0) então sen RE = send =a 


3) Calcule o valor de sen (117 — x) + cos (7л + x), parax=— 


3: 
Solução: 
Note que: 

2119.327 2л%30л 2л 2л 
i)Hnz-x-llx qme s 3 —+S(2m) > lir- x é côngruo de 4 
sí Ж x 221 4л-І8л 4m,, РЕ 4л 
ii) IA aa g 300) = dex côngrio do Cq 


Assim: 


sen Ln) cos (etx) sen (27) cos[ SE =sen m — cos JU EU 
tj 3 3 3 2 


тїтїп 
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4) Determine o valor de А = sen (л — x).cos (л + x) + tg (л — x).tg (m + x), para 


Solução: 
Reduzindo ao 1º quadrante: 
А = sen (n — x).cos (z + x) + tg (x — x).tg (т + x) = sen x.(— cos x) + (— tg x)(tg x) = 


A 2.2 3 
29 т e мат ЕЛЕР 
(sen x.cos х + tg“ x) БЕ eos t g 4 27170 2 
lén), 
5) (Ciaba-07) O valor de d +tg| “тұ é: 
a = > SEIL -3V2 «245 
6 6 
ON: 3442 d { as Йй | 
— Não há alternativa Correta 
Reduzindo à primeira volta do ciclo trigonométrico: 
i) — ЗЭл GIA Er — +321) > 29%, e ox são arcos cóngruos 
n 4 4 4 4 
ii) Jm. mm. 5л. Qu: -Х2л) => EIE e E são arcos côngruos 
Assim: cos DE (бү 5,52, 28 - Ү2 _УЗ 72-245 
SIT ТТК Бас SEP Iq Sagan praça 6 


6) (ITA-12) A soma b cos(a + kx), para todo о. e [0,27], vale 
ico 


B ( )-sen(a) quando n é impar. 
D ( ) ѕеп(о) quando n é par. 


A ( )-cos(a) quando n é par. 

C ( ) cos(a) quando л é impar. 

E ( ) zero quando n é impar 
Solução: Alternativa E 

Quando k é par tem-se cos (a + Кл) = cos 0. 
Quando k é impar tem-se cos (a + Кт) = — cos о. 
Assim: S=cosa —cosa +cosa —cosa +... => 
S = se existe um número par de termos 

S = cos a se existe um número impar de termos 
Como o número de termos é n + 1, então: 
S=0senímpar ou S=cosa sen par 


2.4. RELAÇÃO FUNDAMENTAL DA TRIGONOMETRIA 


O ponto P é a imagem do arco O no ciclo 
trigonométrico. B é a projeção de P sobre o eixo y 
e C é a projeção de P sobre o eixo x. Note que, 
independentemente do quadrante de P, é possível 
identificar o triângulo retângulo OPC, onde: 


PC A y, |Hsen0| e OC = PB = xp |-cos0]. 


Pelo teorema de Pitágoras: 


PC КОС -0P > sen? Ө + соѕ 8-1 


Esta relação permite calcular o seno de um arco sendo conhecido o cosseno e 
vice versa. Isolando cada uma das funções trigonométricas encontram-se: 


+vI-cos?0 e cos0=+VI-sen? 0 


зеп0- 


Deve-se ressaltar que é necessário conhecer о quadrante do arco para que о 


sinal seja definido. Por exemplo, existem dois arcos 0 no ciclo trigonométrico em 
l 


que cos 0 =—, a saber. 0 -1 (по 1º quadrante) e 6- T (no 4? quadrante), fazendo 


2 


com que existam dois possíveis valores de sen 0, que são 


(se Ө = ЕШ ). 
$ 
Suponha que deseja-se calcular o cosseno de um arco 0 do 3° quadrante em 


12 
que sen0= T 


соѕ0 = +\/1—веп?Ө 1-( 5) - E ES 
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Como o cosseno de qualquer arco pertencente ao 3º quadrante é negativo, a 


única possibilidade é que cos0 = -5. 


ИИН 
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2.4.1. Outras Relações 


К: 1 
Теогета: Рага (ойо агсо 0 pe keZ, cotgg = —. 
pg igo 
Demonstração: 
Sabe-se que tg0 = 22) е сор0- Cos , logo cotg0 = 1 3 
cos0 sen0 tg 


Teorema: Para todo arco dark, keZ, se 0=1+tg'0. 


Demonstração: 
Pela relação fundamental da trigonometria: 


1 =14 Sem 20 


1 = cos? 9 + sen” Ө 


= se?’ 0=1+tg 0 


Dividindo esta expressão por cos? 0: 


cos” cos? 0 
Teorema: Para todo arco 0 + kr, ke Z, cossec? 0 = 1 + cotg” 0. 
Demonstração: 

Pela relação fundamental da trigonometria: | = sen? 0 + cos? 0 


os? š: 2 
cos y = cossec 0 = 1 + cotg Ө 


EM 3 1 
Dividindo esta expressão por sen? 0: —— = ; 
sen” O sen" O 


2.5. IDENTIDADES TRIGONOMÉTRICAS 


Sejam F(0) e G(0) duas expressões, na variável 0. compostas apenas de 
operações envolvendo constantes e as funções trigonométricas seno, cosseno, 
tangente, cotangente, secante ou cossecante. Afirma-se que as expressões F(0) e 
G(0) são idênticas se e somente se F(0) = G(0) para todo Ө pertencente 
simultaneamente aos domínios de F e G. Neste caso, a expressão F(0) = G(0) é 
denominada de identidade trigonométrica. 

Existem quatro técnicas mais utilizadas para demonstrar uma identidade do 
tipo F(0) = G(0): 

(1) manipular algebricamente um dos membros (geralmente o que envolve um 
maior de operações entre as funções trigonométricas) até torná-lo igual ao outro 
membro; 

(2) demonstrar, desenvolvendo algebricamente F e G, que ambos os membros são 
iguais a uma terceira expressão algébrica H: F=HeG=H => F-G; 

(3) demonstrar que F — G = 0; 


(4) demonstrar que s =1. 
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Observação: Até este momento, neste livro, foram apresentadas apenas oito 
relações envolvendo as funções trigonométricas: 


РЕ CH Она, 
cos sen 
1 
0=— a 
E 646 cossec g б 
d 2 1 
sen Ө + cos Ө =1 tgü- —— 
cotg 0 


sec! 0— 1 tg^ 0 cossec? Ө = 1 + cotg! Ө 

Deste modo, todas as identidades trigonométricas que serão apresentadas 
neste capítulo poderão ser demonstradas utilizando as expressões acima listadas, 
Nos próximos capítulos serão apresentadas outras relações trigonométricas, como 
as fórmulas de transformação de soma em produto, fórmulas de soma de arcos e 
expressões de arco metade, que serão usadas, no respectivo capítulo, para 
demonstrar outros tipos de identidades trigonométricas. 


Exercícios Resolvidos A 


1) (EsPCEx-01) Para todo x € IR — (Eu € z}, simplificando a expressão 


1 1 1 1 
ilt zt TUA w 2 
I+sen x I+cossecêx I+cos x I+sec2x 
obtém-se o valor: 
a) 1⁄2 b)! с) 3/2 
Solução: Alternativa D 
Todos os termos seráo escritos na forma de sen x e cos x: 
1 1 1 1 
32% гра = + 2 a 
lesen'x I+cossec x l+cos?x I+sec?x 
1 l l 1 


41 е)0 


ж 7 АҺ i + —+ 1 m 
l+sen* x lta 1+ cos“ x lix 
sen x cos x 4 
l " sen? x 1 cos? x 


= 7 TP ; RS 
l«sen'x I+sen x I+cos x I+cos? х 


l+sen?x I+cos2 x 
= s2 


3 zt 
lesen x I+cos x 


AM 


1 зеп 
=-, demonstre que ———— = 
2) Dado que sen x.cosx 3 q treat 16 


Solução: у a 
Elevando ao quadrado a relação fundamental da trigonometria: 
|? = (sen? x + cos? x}? = sen" x + 25еп? x.cos x + cost x => 


4 ded 
= smxtcsx-l 


" 4 2 
= sen' x + cos X 


Elevando ao cubo a relação fundamental da trigonometria: 4 A 

I? = (sen? x + cos? x)! = sen" x + 3sen' x.cos” x + 3sen' x.cos x + cos x => 
2 2 2 2 

1 = senf x + cos! x + Зѕеп? х.соѕ'х(ѕеп x + cos x) = 


1 6 бош 
I=senfx+costx+3.—.1 = sen'x-cos'x- 


әрә 


sen!x+cos! x 
Logo: — 
sen* x + cos! 


3) (ITA-98) O valor de: T Қ 
i tgx — Зе sec)x + 101р°х sec'x — 10tg'x secx + Stg?x sec x — бес "Х, 


para todo x e |0,т/21, é: 


—sec 
p 
oi ) 1-веп”х 


Solução: Alternativa D I rea А 

Sabe-se que a expansão em binômio de Newton de @ —b^y vale: 

(а? — b) = a!° Sato? + 100%! — 10a!bº  Sa'b — b 

Deste modo, a expressão do enunciado é igual à: | Ы нес 
tg "x — Stgx sec x + 101р°х sec'x — 101g'x бес х + Stg°x secx — sec!% = (tg? x — sec” x) 
Como sec? x = 1 + tg x: I Je bie ^a 

tg"x — Stg'x sec^x + 10tg"x sec'x — 10tgÍx зес°х + Stgx ѕес'х — sec х= (- 1) 7— 


c)-secx+tg x d)-1 e)zero 


4) (UFPA-98) Se tg y =Ben< y< = calcule o valor numérico da expressão 
зес?у — tg” (n* y) 
2 sen(n— y) . cotg y 
Solução: 


Setgy=V)en<y FELA então y = an. Calculando individualmente cada termo: 
F: 2 3 


ы 1 
ОУ T T SEERE МЗ 
2 
iii) sen (n — у) = sen y = iv) oy 
a 


ARA 
зес?у - tg (n y) n 
2 sen(n-y) . cotg y 4 


5) (ITA-04) Assinale a opção que indica a soma dos elementos de A U B, sendo; 


as. cajera jes b se (tem), k= а) 
Ә0 b)! 2 e dre) o (2«42-45]/5 


Solução: Alternativa C 
Note que IR E 
2 24 24, 
Z сеп E psent Z 

6 E: 


iR. 
24" 


л x 1.03 
24 = sen? 74 +14790 = l+=2 


4 Пл 
+ OU Seja, cos — = sen 


Assim: sen? 24 


6) (Ciaba-13) Se tg x + sec x = 3/2, o valor de sen x + cos 
b А X + cos x vale: 
а)-7/13 5)5/13 €) 12/13 Ф) 15/13 е) 17/13 
1 Solução: Alternativa E 
Como sec” x = 1 + tg? x então sec? x — tg? х = (Sec х + tg x)(sec x — tg x) = 1 


Desde que tg x + sec x = 3 entáo sec x-tgx= 2. 
2 3 
Somando: tgxX+secx+secx—tgx= 2есх- 3. 2215 = secx=— = 
293776 TOS 
12 f A 
cosi. = senx=+Yl-cos? x =+ д, дыз 
169 13 
Š 
Note que se sen x = -—— ыыр д 
13 entào tg x cos өзегі; fazendo com que tg x sec x 
E A : 
12112 12 3° que é uma contradição. Assim, a única possibilidade é sen x 
5 
= —. Deste modo: зеп х +совх = 5.41217 
13 13 13. B 


ec 
Es 
Es 
кш 
еи 
A 
r = 
— 
== 
== 
e 
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I+senx 
cosx  COSX cosx 
2(1+senx)= +31 sen? X = 4(1 + 2.sen x + sen?) = 9(1 — sen” x= 
4+8senx+4sen'x=9-9.sen'x => 13.5еп x+8.5senx-5=0 => 


2º Solução: Alternativa E 


senx 1 
p—— = 3.cosx => 


So texesox=E > Ml + sen x)= 


(13.ѕеп х – 5)(ѕепх+ 1) =0 => senx= Š ou sen x =— 1 (não convém) 


2,2snx _ 
Assim: senx+cosx =senx+— 3 3 


26+25 51 17 


39 39 39 13 


$senx — 


3 


7) Demonstre ss seguintes identidades: 

a) tg x +cotg” x= sec? x.cossec? x-2 

b) 2[(1 + sem” xy *ü + cos? x) +91 + сов? х) = 2711 + cos! х] 
с) (2 — cos? х + tg x)= (l +2. др? х)(2- зеп? х) 

Solução: 

= Senixteostx _ 


a) tg? x +cotg? x= 


.sen^ x 


cosx sen x 
_ (sen? x+cos? x) 2005 xsen'x _ 1-2соғ” x. sen? x_ 
cos! x.sen? x cos? x.sen^ x 


ш--------2-б5ес” 2 x.cossec? x — 2 
cos” x.sen 


b) 2[(1 + sen? х) fü + cos? xy] + 9(1 + cos?» 
21 + 3sen'x + 3sen* х + senóx + 1 + Scos'x + 3cos? x + cos"x] + 9 + 18cos” ^x + 9cos"x = 
13 + б(ѕеп? X + cos' 20 + 6(sen'x + cos x) + 2(зеп°; x + cos" x) + 18cos x + 9cos'x = 

= 19 + 6(sen'x cos x) + 2(sen"x + соз 6x) + 18cos'x + 9cos'x 
Analisando cada parcela: 

i) ѕеп“ x + cos! x = (sen? *cosx) — 
= | - 2соѕ?х + 2cos'x 
ii) Utilizando a fatoração a +b) = (a + Ба? + b° — ab): 
зеп°х + cos”, x= (sen?x + cos "x)sen* x + cos “x — sen”: xcos ) 
= (sen? + cos Ax) —3sen” xcos'x = 1 301 — cos “x)cos X 
Assim: 2[(1 + sen? xy *ü + cos! x) 71591 + cos? xy 
719 +6- I2cos' XE I2cosx + 2— 6cos?x + 6cos x + 18cos'x + 9cos'x = 

=27+27cos'x=27(1 + cos'x) 


2sen'xcosx 2(1 — cos'x)cos'x = 


— cos?x + 3cos"x 


cA=(Q — cos” x) dg) x)- (2- cos? 25 
соѕ? х 


=(2-cos? «(== x+sen” x 


cos? x cos? x ) 
é (2 —cos? xy +cos? x) 

cos? x 
2sen? x 


B=(1+2.tg? x2 — sen! x) = ( E —cos? x)] = 
cos x 


[cos?x+2(I-cos? x)] (2-cos? х)(1+ cos? x) 


(1 + cos? x)- 


cos! x cos! x 


Deste modo, segue que A = B. 


8) (ITA-20), Sejam a e b constantes reais positivas. Considere x = a° tgt+l e 
y =b" sect-b' onde 0 < t < 7/2. Então uma relação entre x e y é dada por: 


b à ы 3 
Dy= GI, х2а b) y= TI", x21 с) y=>a-0 vxeR 
ы 


а 
b 


-b 
D y= 00, x21 €) y== (x-1), xl 


Solução: Alternativa D 

Isolando tg te sec? t nas expressóes fornecidas: 
itgt-(x-1ya! ii) sec? t= (у> + b°)/b? 

Como sec't- 1 tg't = (у? +b =1 +(x- Da! => 
yl *-1-21*(x-1)/a > y = (x-1) 

Como a e b são positivos, então |y|/b = |(x — 1)//a? 

Sex21 = x-120 > |y|- b(x- 1y/a! 

Sey<0 = y--b(x- Ja 


2 2 
9) (ІТА-12) Seja x e [0,211] tal que sen(x).cos(x) = = Então, o produto e a soma de 
todos os possíveis valores de tg(x) são, respectivamente 


2 
dleo bles. о) -1е0. dies, 9-1e-5. 


Solução: Alternativa B г 
Dividindo os dois membros por cos” x: 


72 PPS 2 
sen х.соѕх 75 = tg x Eri X > sec 


Substituindo na relação tgx + 1 = sei 


TATTA 


2 5 -— 
ех- тех + 1 = 0, em que а soma е о produto dos possíveis valores de x valem, 


respectivamente: S = ze p= 


10) (IME-74) Para que valores de m a expressão 

y = sen? x + cos! x + m(sen'x + cos! x) 
é independente de x? Qual o valor de y correspondente? 
Solução: 
Observe que: 
sen'x + cosx = (sen? + cos'x)! — 2sen'xcos^x = 1 — 2(1 — cos^x)cos'x = 
=1-2cos'x + 2cos!x 
Utilizando a fatoração а? + b 
sen*x + cos*x = (sen?x + cos x)(sen'x + cos'x — sen?xcos”x) = 
= (sen? + соз?х)* — 3sen'xcos'x = 1 — 3(1 — cos'x)cos'x = | — 3cos?x + 3cos'x 
Assim: y = 1 — 3cos'x + 3cos'x + m — 2mcos'x + 2mcos*x = 
= 1 +m- (3 + 2т)соѕ +(3 + 2m)cos'x = 1 +m +(3 + 2m)(cos'x — cos'x) 
Logo, se m = — 2/3, segue que y é independente de x. 


3 


= (a + b)(a! + b? — ab): 


11) (IME-68) Sendo y um arco compreendido entre 2л e 57/2, determine seu valor, 
l 4ле? x 


sabendo que: tgy = а-ы 
-tgx 


(cos? x - sen? x)? 


Solução: 


1 


1 dex _ E 
(cos? x sen? х)? ( 


Е (cos? x—-sen? x)? p (1-tg^ 


tgy 


4. cos! x 
1 cos” x 


Р _ l-4sen xcos x _ 
(cos? x—sen? х)? (cos? x—sen? х) (cos? x - sen? x) 


 l-4(-cos'x)cos?x I-4cos!x+4cos!x _ 
Е (2cos! x 1)? T 4cos'x-4cosx4l | 
Como tg y = 1 então у é cóngruo a 7/4 ou 57/4. Desde que y е [27. 51/2] tem-se 
que y pertence ao 1? quadrante, ou seja: у = 2n + 7/4 = 9л/4. 


12) Determine uma expressão mais simples para 
Меп? x e 4cos! x -veost x+4sen x. 


Solução: 
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Р) senta cosa _ phos bas: e jaa 
ogo: 3 ao (ағы) (ағы) 


Vsen!x+4c0s? x — Vcos! x + 4sen? x = 


= sent х + 4(1—sen2 x) = [соз x+ 4(1—cos2 x) = 


14) (IME) Prove que quando os arcos x e y verificam a relação a.sen x.sen y + 


=Vsen'x—4sen? x +4 -Vecos x -4cos? x +4 = y 
b.cos x.cos y = 0, a expressão 


= Jen! x-2) — V(cos?x—2) sen? x -2|-|cos? x-2] 


2 2 

Como 0 < sen” x < 1 segue que — 2 < sen? x — 2 < — | e como todo módulo gera 
Б E 2. 

apenas valores nào negativos: |веп?х — 2| = 2 — sen? 

O mesmo valor para o segunda termo, onde |cos2x 

Logo; Vsen* x+4cos? x – cos" x + 4sen2 x = 2 — sen! x — 2 + cos! x = 

= cos x-sen x 


1 1 
2 2m 2 2 
а.ѕеп x--b.cos x  a.sen^ y +b.cos” y 


é independente de x e y. 

Solução: 

Inicialmente o arco y será isolado: 

a.sen x.sen y + b.cos x.cos y =0 => a.sen x.seny == b.cosx.cosy = 

белу — bcosx yen Ее w 

cosy asenx b 

A expressáo de P pode ser desenvolvida de modo que fique em função apenas de 


=2-cos x 


4 4 
senta costa 1 y Ж 
13) Sabendo-se que 24222 - calcule o valor de 527 + cos а 
a 


b a+b 
1º Solução: tangentes e cotangentes: 
4 4 1 
"s Ls = Se = = b(a+bsenta +a(a+bjcosta=ab = DE 1 B 1 Lis cos! x " 
absent a +b'sen'a +alcos'a +abcosta—ab=0 => asen?x+b.cos?x asen? y +b.cos” y NW 
disen! a +alcos' a + ab(sen'a + costa - 1) =0 => "cos! x 
b'sen* a + alcos' a + ab[(sen a + costa)? —2sen^acos?a — 1) 20. => sec? x cosec y  Irtgix | Ltcotg”y 


2, 4 2 4 2 2 2 = ha $157 2 2 
b'sen'a + a'cos'a —2absen'acos'a = 0 => (Ьѕеп о – асоѕ а) -0 => atgix+b a+bcotg y atg'x+b a+bcotg y 


bserTa—acos a=0 = senta= acosa > senta Ecos cost a Substituindo o resultado (1) na expressão de P obtém-se uma relação que envolve 
b b? apenas funções trigonométricas do arco x: 
. l senta costa acosta costa a [a+b жо; 
кюз a Oa 7 oum 4 ы ) Lex, Lt E x _ Лядах b ya ig | 
4 É E Vá 22, atgix+b ab atgx+b 
costa = тол» senta= т £ 
(a+b) (a by Е А Ç 
jv .sen'a costa a b l _ab+abtg x+b +a tg'x _b(a+b)+a(a+b)tg x, (a +b)atg x+b)_a+b 
ssim: + = ab(atg x +b) ab(atg` x +b) ab(atg x +b) ab 


a! b! “азы “азы (ағыу 


TU 


2º Solução: 
senta costa 1 4 4 
+ =—— > b(a+b)sen a +a(a+b)costa—ab=0 => 
a b a+b 


b(a + Б)ѕеп'о + аа + 6)(1 – ѕеп a) -ab=0 > 
b(a + bjsen' a + а(а + Ь)(1 —2sen'a +sen'a)-ab=0 => 
(a + b)'sen' о – 2a(a +b)sena+al=0 > [(a+b)sen aa? =0 > 


"n 
Exercícios / 


de "Vestibul 


1) (ENEM-04) Nos X-Games Brasil, em maio de 2004, o skatista brasileiro Sandro 
Dias, apelidado “Mineirinho”, conseguiu realizar a manobra denominada “900”, na 
modalidade skate vertical, tornando-se o segundo atleta no mundo a conseguir esse 
feito. A denominação “900” refere-se ao número de graus que o atleta gira no ar em 
torno de seu próprio corpo, que, no caso, corresponde a: 

A) Uma volta completa. B) Uma volta e meia. 

C) Duas voltas completas. D) Duas voltas e meia. 

E) Cinco voltas completas. 


2) (UEPA-08) Em protesto ao Plano de Reforma Agrária, não realizada pelo 
governo Federal, um grupo de trabalhadores pertencentes ao MST, partiu em 
direção a uma fazenda, situada numa região próxima, na intenção de invadi-la. 
Após percorrerem certa distância pararam em um cruzamento porque alguns dos 
trabalhadores se manifestaram em dúvida quanto ao caminho a ser seguido. Após 
longa discussão, cinco afirmações foram feitas, sendo que apenas uma delas é a 
correta, pois, o caminho a ser seguido tinha a mesma direção e sentido do anterior. 
A afirmação correta foi: 

a) Girando 8rrd, seguiremos na mesma direção e sentido. 

b Girando 7лга/2, seguiremos na mesma direção c sentido contrário. 

с) Girando 3лг4/4, seguiremos па mesma direção e sentido. 

d) Girando 5лга/2, seguiremos na mesma direção e sentido contrário. 

€) Girando 5zrd, seguiremos na mesma direção e sentido. 


3) (UFPB-04) Na figura abaixo, а e В são as medidas dos ângulos AÓB e AÓC, 
respectivamente, e r é a reta tangente à circunferéncia de centro O e raio unitário, 
no ponto A. 


Se CD é paralelo a OA e 0 < а < 7/4, então sen В é igual a: 
a)sena Ы) cosa d)cof e)tg o 


ТИПТИ 


11 


"m отв 
4) (FGV-13) No círculo trigonométrico de raio unitário indicado na figura, о arco 


AB mede a. Assim, PM é igual 
a иа 
B Z 
ЯР 
"A 
M 0 


L^ 


ala, 


А)-І-іға B)l-cosa C)l+cosa D)l+sena Е)-І +cotga 


5x 2 
5) (UEPB-11) O valor da expressão 7248-2107) é: 


a) V3 -3 d 3 өз 


oo 


Тл), 
4 => s (|= |е. 
6) (UEPB-13) Sendo f(x) = LE - Jj 2.cosx, o valor de ( 4 ) é: 


4 
o -V2 d-1 e a 


a) V2 b)2 


7) (UEFS-09) Sendo x um arco do 2º quadrante, tal que sen x = 1/3, pode-se 


afirmar que o valor de A = V2.tgx é igual ao valor de 


A) sen 21/3 B) cos 21/3 C) sen 51/6 
D) cos 5л/6 E) sen 41/3 

tg160°+tg340° , 
8) (Udesc-08) Se tg 20º = a , o valor de ux — 
a)2 b)-a oo d)a е)-2 


9) (Udesc-08) Sendo x um arco do segundo quadrante tal que sen x = 3/7, o valor 


de tg x é: Jo 
3/10 2/10 25/02 10/6 
«005. аузу y sE 


3, 20 


10) (UEG-13) O valor da expressão 4.sen ia +6.с052655° é igual а: 
32-32 — vw)2-215 <)3/2-2 d) 243-342 


11) (UFPel-08) Considerando a circunferência trigonométrica, identifique as 
sentengas abaixo como verdadeiras ou falsas. 

I. No quadrante onde se localiza o arco de (— 4330º), a função seno é crescente. 

H. No quadrante onde se localiza o arco de 34л/5 rad, a função cosseno é 
decrescente. 

III. O valor da tangente do arco de 1000? é positivo. 
Está(ão) correta(s) a(s) afirmativa(s) 

(a) Ге II tão-somente. (b) II e Ш tão-somente. 
(d) III tào-somente. (e) II tào-somente. 


(c) L IT, e HI. 


12) (Insper-10) A figura abaixo representa a circunferéncia trigonométrica (cujo 
raio mede 1). As medidas dos arcos menores AB, CD e EF são todas i; iguais a 7/6. 
Se х, y e z são números positivos e representam, respectivamente, as medidas dos 
arcos trigonométricos AB, AC e AF, então sen(x) + sen(y) + sen(z) + cos(x) + 
cos(y) + cos(z) é igual a: 


m 


tg 


Уз 


4 


)3 
т $1.38 ses 
2 25.9 25 2 2 2 2 


13) (Insper-14) Considere о produto abaixo, cujos fatores são os cossenos de todos 


os arcos trigonométricos cujas medidas, em graus, são números inteiros 
pertencentes ao intervalo [91, 269]. 
P = cos 91° : cos 92° - cos 93º - ... - cos 268º · cos 269º 
Nessas condições, é correto afirmar que 
a)-1<P<-1/4 b)-1/4<P<0 c)P=0 
d)0<P<1/4 e) 1/4<P<1 


| eerie 


14) (Insper-14) Na figura abaixo, em que o quadrado PQRS e 
circunferência trigonométrica, os arcos AP e AQ têm medidas iguais a a e p. 
respectivamente, com 0 <a < f < zx. 


ТА 
ІШЕ 


Sabendo que cos a = 0,8, pode-se concluir que о valor de cos В é 


а)-0,8. b) 0,8. c) - 0,6. d) 0,6. e)- 0,2. 

15) (FGV-05) Considere a função f(x) = 2 wx, Os valores máximo e mínimo 
DICA Deo 926-34 — d2e0 е2ези 

16) (UFC-02) Sabendo que cos0 = e que sen0 = — 1/2, podemos afirmar 


corretamente que cos(0 + Э ѕеп(Ө + 2 é igual a: 


Bi 433,1 Pr „-#+,1 
Ai 2:12 272 2772 


19x y IN 2 A 
17) (EsPCEx-09) O número de arcos no intervalo = cujo valor do cosseno é 


igual a1/2 é: 


a)l b)2 e)5 


с)3 44 


to x pertence ao 
18) (EsPCEx-02) O produto cotg x.cos x é positivo, portant 1 
a) 1º ou 2º quadrantes. b) 1º ou 4º quadrantes. c) 2? ou 3º quadrantes. 


d) 2? ou 4º quadrantes. e) 3? ou 4º quadrantes. 


19) (EsPCEx-12) Em uma das primeiras tentativas de determinar a medida do raio 
da Terra, os matemáticos da antiguidade observavam, do alto de uma torre ou 
montanha de altura conhecida, o ângulo sob o qual se avistava o horizonte, tangente 
à Terra, considerada esférica, conforme mostra a figura. Segundo esse raciocínio, o 
raio terrestre em função do ângulo a é dado por: 


Linha do” 
Horizonte 
Seni 
a) R=Senlah) yy R hsena 
I-sena I-sena 
dg.lzsene .l*sena 
hsena hsena 


20) (EsPCEx-01) No círculo trigonométrico (raio = 1), representado na figura, a 
medida de f é 150º e AB representa um diâmetro. O valor do produto das medidas 
dos segmentos OC e OD é: 


21) (EsPCEx-14) O valor de (cos 165º + sen 155° + cos 145º - sen 25º + cos 35º + 
cos 15% é 


[A] М2  [B]-.  [C]O. [D] 1. 


[E] 1/2 


E 
E 
Es 
E 
Em 
= 
= 
Em 
— 
= 
E 
= 
== 


cost —sec 2400º + (x) 
22) (Ciaba-10) O valor numérico da expressão ——— Š 
соѕѕес (—780?) 

igual a: 
a)l b)-3/4 c) 4/3 d) 1/2 e) 3/8 
23) (EsPCEx-11) O valor numérico da expressão 

E o 

жез? 0932) ару 
é 


Уз 


a)-1 bjo с) 1/2 d)! e) rZ, 


24) (EsPCEx-98) Sendo k e Z, o número de valores distintos assumidos por se 


é igual a: 


a) 5 b)8 с)9 d) 10 e) 18 


25) (AFA-05) Sabendo que 0 < x < 5 analise as proposições e classifique-as como 


verdadeiras (V) ou falsas (F). 
( )Sea+x=2r, então, tg x=-tga 


( )Se «+х =>, então, sec x = cossec a 
x 3 3 
Sendo беп) ——x |= =, então cos (n-x) << 
da E ) 5 (тау; 


( ҘА função f(x) = sen(x-3) +2 é idêntica a função р(х) = 2 — cos х 


Tem-se a seqüéncia 
a)V,V,V,V. b)V,F,F,F. SE, VE, E. d) V, V, F, V. 

26) (Udesc-08) Se as relações cos x = m e tg x = туб são válidas 
simultaneamente, com m e IR, m? é igual а: 


a) 1/3b) 1/2 c) 1/4 d) 1/6 e) 1/8 
27) (UEFS-13) Se x é um ángulo do segundo quadrante satisfazendo a equação 


бзеп?х + СБ - x) =4 + 2cos(-x). 


então cos x é igual a 
a)-2/3  b)-3/5 


c)-12 d)1/2 e) 3/4 


28) (UEFS-13) Se tan0 = coso, então sen 0 é igual a: 
a)-32 b)-34 c-23  d)2/3 е) 3/4 


ү 


29) (UECE-11) Se x é um arco localizado no segundo quadrante e cosx = - 3/5, 
então o valor de cos x + sen x + tg x + cotg x + sec x + cosec x é 
A)-23.  B)-34. C)-45.  D)-566. 


30) (UECE-12) Se, para 0 < x < л e x £ 1/2. o valor da soma com infinitas parcelas 
1 + sen x + sen? x + sen? x +... é igual a 2, então o valor do cos x é 

2 
y 98 
2 2 


1 Уз 
а) > 9T 


31) (EsPCEx-03) Considere as expressões: 


sen30º.cos 150º cotg 50º.sen 93º 


DEL " 

( 1g210* ш tg181° 

апу 595%совеск y С E» ау Senxtex „, |z | 
Sec x.cotg x 2 cossec x 2 

Tém valor sempre negativo: 

A)lell. B)IeIV. C)llelll. D)Ielll. E)llle IV. 


32) (UEPB-11) Suponha que seca = x e tg a = x — 1, então x tem valor: 
a) 0 b)-1 с)2 dI е) 1/2 


33) (FEI-11) Se x é um arco do segundo quadrante e sen x = 5 então pode-se 
afirmar que: 


a)senx+cosx=1 b) 2sen x + 3s xo 


Әжек- 2 d)tanx-cosx =Š 


VU 


25 
е) cotg x- tg x “2 


Capit 7 7 
34) (FEI-14) Sendo œ um arco com extremidade no terceiro quadrante e sabendo 
que cosa = 4 então 3.sen a + 4.tg a é igual a: 

a)-4/5 5)4415 c)28/15 d)-53 е) 4/15 


tana 


35) (UFPI-09) Seja œ um número satisfazendo 0 <a < 7/2 e - 42. É correto 


afirmar que: 
242 

a) cos a + sena = 0 b)seca=3 
c) cossec а é um número racional d)sena=1 
е) sen а.с05 e = 1 

I-sen? 0 x I-cos? 0 

1020+1 otg! 0-1 ,. 4 

-05 = 1/3, епійі 2 a é igual a: 
36) (Insper-05) Se 0 — 1/3, então aoc MD ig 
Y Уз ау 35 ET 

a)0 b) E c) A ) 5 


37) (Fuvest-99) Se o. é um ángulo tal que 0 <a < 7/2 e sena = a, então tg (n-a) é 
igual a: 


-a 
Viza 
d) alzas е) -— 


38) (Unicamp-14) Seja x real tal que cos x = tan x. O valor de sen x é 


З 1-43 5-1 1-45 
„Ж! b) D 977 9—2 


1 
39) (Ciaba-14) Seja х є [0, 27] tal que sen x.cos x = ғ Então, o produto Р са 
soma S de todos os possíveis valores de tg x são, aproximadamente, 
(a)P=1eS=0. (b)P-LeS 5. (c)P=-1eS=0. 
(d)P=-1eS=5. (е)Р=1е5=- 5. 
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40) (EsPCEx-01) Se sena = > E 
) Se sena 13 eac Pos , então o valor de tg a é igual a: 
5 5 12 
dio b) c 12 12 
12 11 19 тз ШЕШІНУ 


41) (Escola Naval-86) Seja x um ângulo que possui tangente e tal que sen x + 2.cos 
ап 
Ig! 


a)3⁄4 b)4/3 c)-3/⁄4 d)-43 e)O 


42) (Escola Naval. t Px = 2 
)‹ aval-01) Se х e |0, nil e cos'x — sen'x = É, o valor de 


2 2 
cos'x + 4sen'x + 5 ѕепх cosx 


é 
(Аз 451 (В) 1743421 © 19+5/21 21+2421 
10 10 3 

43) (Escola Naval-13) Sab =s | [142,2 
il ) Sabendo que b = sec ar) então, o valor de log; 
а)8 b)4 c)3 d)! eo 
44) (FEI-12) O 3-cos'x 2 

) (1 ) O valor de uir -2.cotg x, com x + k.n (k e Z) é: 
a)3 b)2 9-3 d-2 e 


45) (UCPel-12) Simplificando a ex; 1%совх 
xpressão —— | тома 
КЕ БАЗ ҮТЕ cos obtém-se: 


e)secx 


a)tgx b)senx c)cosx  d)cotgx 


(cosx 


п х)(соѕх +ѕепх) , 


46) (UCPel-12) A expressão é equivalente a: 


2 
a)-cos x b) cos! x d)-senx 


е) cos x 
47) (UCPel-13) A expressão Sen ,2.cosk cotgix s; 
-— é igual a: 


CossecX secx — l«cotgx 
с) ѕепх +1 


а) зеп? х—1 
d)1 


b)-1 
е) cos’x +1 


«инт 


tulo 2. Ciclo Trigonométrico e Identidades 
48) (Udesc-07) Assinale a identidade trigonométrica verdadeira. 
a) tg? x + sen? х = sec? x- cos x b) tg? x + sen! x = sec x + cos? x 
c) tg? x + sem x=- sec? x +cos x d) tg x + sen? x = sec x-cos x 
e) tg? x + sen? x = sec? x- cos? x 


(2з х). Assinale a 
2tgx 
qual a igualdade acima seja válida para 


49) (UFC-99) Considere a igualdade tgx = cotgx + 


opçào que apresenta o valor de P, para o 
todox € R, хе = k inteiro. 


a)2. b)l. c)0. d)-l. e)-2. 

50) (UFJF-11) Sejam x e y tais que y — x = хе que sen x = 2cos y. O valor de tg y 
é: 

a) -2. b)2. с)-1. d) 1. e)4. 

51) (UFPel-07) Toda igualdade envolvendo funções trigonométricas que se verifica 
para todos os domínios de tais funções é uma Identidade Trigonométrica. 

A expressão idêntica a y = sen x. tan x é 

(a) y = cos x —sec x. (b) y = sec x— cos x. 

(c) y = sec x. (d) y = 1 — cos x. 

(e) y = sen x + cos x. 


52) (UFSJ-13) Considerando os valores de 0, para os quais a expressão 
sen0 


cos0 . TM 24 
* PT] é definida, é correto afirmar que ela sempre será igual a: 


cossecÚ ес 

a)l b)2 c)senO d) cos 0 

53) (Ciaba-03) Para todo x real, o valor da expressão EA + é igual 
I+tg'x l+cotg x 

a: 

әуі b)2 c)2 +102 x + cotg x 


а) sec? х +cossec x е) 1/(sec) x + cossec? x) 


54) (ITA-81) Se R denota o conjunto dos números reais e (a, b) o intervalo aberto 
(x e R:a<x < b), seja f: (0, 1/2) — R definida por f(x) = sec? x + cossec! х. Se 0. 
€ (0, 7/2) é tal que tg a = a/b, então f(a) é igual a: 


tb yl RET c) а-ы ge 
2 ab 


2 


e) nda 


ab 


55) (ITA-02) Sejam f e g duas funções definidas por f(x) 2 Су € 


Seen! xl 
g(x) -4) ‚ X € IR. А soma do valor mínimo de f com o valor mínimo de g 


é igual a: 


1 1 1 
0 ы-- zi d)- 
a) ) 4 c) 03 еуі 


56) (ІМЕ-15) Sabe-se que uma das raízes da equação y — 9y + 8 = 0 pode ser 


FABERO т 
representada pela expressão ее tsen xe xe 102 Sendo 0<х<=, o valor de 


созх 
Sen х +cosx 


a) с 94-1 уз д) зз! әже 


senta +cos'a 
senfa + cos a 


> 
а) = b = o= d) š 


57) (IME-17) Calcule o valor de + sabendo-se que sen 0.со5 a = 


26 
e) 25 


58) Demonstre as seguintes identidades: 
cossec x + sec 

I+tga 

b) cotg? x — cos! x = cotg? x.cos? x 

^ (senx+cosx) —1 

cotgx—senx.cosx 


=cossecx 


2.1g' x 


| cotg х + cossec x +1| 


OSX l- cosx 
e) ——— —— + sen x 2 ———— + tgx 
sen x.cos x tgx 
f) (1 + sen x + cos xy 2(sen x + tg х)(соѕ x + cot x) 
. sentó _ соѕ?Ө 
1-соір0 1+tg0 


gl! =sen0.cos0 


h) LS AO: 
]-senx 
07 igx—cosx.cotgx _ senx _cosx 
cossecx соох secx 
j tex-cotgy — cotgy 
cotgx—tgy cotgx 


Da *secx-tg x) = (1 + sec x)(sec x — tg x) 

х + COLA E 
p tgx [OSX HCOE , (oio y [SEX * TEX. see cossecx 

cossec х —cotg x secx—tgx 
m) (cos x + sen x)(tg x + cotg x) = (sec x + cossec x) 
> 2 2 

n) Q — cos! x2 + tg" x) = (1 + 2tg' x)(2 — sen? x) 
о) te? x+cotg x= cossec? х.ѕес? x — 2 


1 
59) Se sec x + cossec x -/2 demonstre que sen? x + cos! x TRU 


60) Se x é um arco do 2? quadrante, demonstre que 


61) Se x é um arco tal que 0 < x < 1/4, demonstre que : 
sec? x + cossec? x(1 +1 4.5еп? x.cos? х) 2.cotg x 


62) Determine os valores de A, B e C de modo que a identidade 


uer 3 A + B(tg х) 
I+cosx secx 


seja válida para todo x + kz/2. k e Z. 


63) Se sen x + sen x = 1 demonstre que sec! x — co? x = 1 


64) Se tg xX + ig x = sec x, demonstre que sec x=tgx+cotx 


65) Calcule o valor de sect x — sec? x sabendo que tg x — tg” 
66) Dado que sen? x — cos? x = 0, demonstre que tg" x +2.tg' x + tg" x=1 


67) Calcule o valor de cotg x — tg x sabendo que 
sec! x + cossec! x — 2.sec? x — 2.cossec! x = 2. 


capítulo 2. Ciclo Triponométrico e Identidades 


„зеп x * b.cosx =c ў 5 

69) Dado que TER + demonstre que fu b =c 
(a+b+c)Xa+b-c)=2ab Senx cosc 

70) Dado que x é um arco do 3º quadrante e que 11.5еп x + 60.cos x = — 61, 


demonstre que cossec x + cotg x iL 


71) Determine o valor de a de modo que a expressáo seguinte seja uma identidade: 
I+senx 


=(2a—3)(secx + tgx)? 
ПРЕ: ( )(secx + tg x) 


72) Determine o valor de k de modo que a expressão seguinte nào dependa de x: 


é 
(зеп* х—соз* x)? (е) 
sec x 


73) Se М7 cosx +1=tg”x demonstre que tg^ x- tg? x- tg? x=6 


74) Sabe-se que “/senx +¿/cotgx = {рх e sen x + cotg x — tg x = m. Calcule о 
valor de sen x em função de m. 


75) Dado que (1 + sen а)(1 + sen БІ + sen c) = cos a.cos b.cos с, simplifique o 
valor de (1 — sen a)(1 — sen b)(1 — sen с) 


76) Dado que (1 + cos а)(1 + cos Ь)(1 + cos c) = (1 — cos а)(1 — cos Ь)(1 — cos с), 
prove que cada um destes membros é igual a sen a.sen b.sen c. 


77) Elimine x das expressões seguintes, obtendo uma relação entre as constantes 
envolvidas nas identidades. 


sec'x+tg'x=m 

^ asal 
cossecx —senx =m 

b) jsecx—cosx=p 
igx—-cotgx-p 

8 oi x+sen?x=1 


b.sec?x—cossec? x = 0 


Capítulo 2 Ciclo Trigonométrico e identidades 
n Мех — /cotgx =m 


senx.cosx = 


Secx+tgx=a 


9 Жесх +/tgx =b 


3 3 
m”.senx—n".cosx =1 


Dia ; 
m'.cossecx -n'.secx =1 
a.cosx+b.seny+c=0 

8 a'.cosx+b'.seny+c'=0 

h) a.cos” x+b.sen?x=c 


(b-c)tg? x «(c-a)cotg! x - d 

.. [3.senx + 2.соѕх - a 

b ӘЛЕ =b 

| [3.cosx+cotgx=a 

b [шен =b 
et x(4.cos! x-1)- c 

k) 


b.cosx(4.sen? x -1) = d 


1--cos? x = b.cosx 
Бит x+n.senx = а.соѕѕесх 


D ШЕШІ) 


m.sen x — n.cos x — a.cossec x.cotg x 


а.ѕесх — b.cossecx = с? 
a.secx.tg х + b.cossec x.cotgx = 0 


т n 
—cosx+—senx = 1 


ERRATA] 
m.sen x —n.cos x = Va? sen? x + b? cos? x 


a.senx+b.cosx=c 
p) 


9) 


а.соѕѕесх +b.secx = d 


78) Elimine a e В nas expressões seguintes obtendo uma relação entre a, b e c: 


sena +senß =a 
cosa +соѕВ = b 
tga -tgp = c.seca.sec B 


79) Elimine о e В nas expressões seguintes, obtendo uma relação entre s, t e k: 
sena +senß =s 
tga+rtgB=t 
seca +sech=k 


80) Elimine a e nas expressões seguintes, obtendo uma relação entre x, y e a: 
у.а cae x.tg' o. 
y tep=a+x.te p 
tga.tep=-1 


81) Elimina ae ер nas expressões seguintes, ррепдо uma laio entre a, bec: 


82) Elimine a e B nas expressões seguintes, obtendo uma relação entre x, y, a e b: 


x 

Xcosp+Lsenp ES! 

a b 

x ad 

—cosa. + —sena =1 

a b 

0? cosa.cosP+a? sena.senf - 0 


cosx , senx cos y | sen” 
=-1, prove que ——= ANA 
Er sen y cosx  senx 


83) Se =l. 


Caníinlo 3. s/ormações Trigonométricas 
Transformações Trigonométricas 


3.1. ADIÇÃO E SUBTRAÇÃO DE ARCOS 


No capítulo 1 deste livro. sobre triângulos retângulos, foram demonstradas 
fórmulas para o seno e cossenos da soma e da subtração de ângulos de um triângulo 
menores que 90º. Entretanto, as fórmulas demonstradas no capítulo 1 são válidas 
para arcos que pertençam a quaisquer quadrantes do ciclo trigonométrico. Verifique 
as demonstrações das expressões a seguir: 


3.1.1. Cosseno da Soma de Dois Arcos 
Teorema: Se A e B são arcos no ciclo trigonométrico, segue que 
cos (A + B) = cos A.cos B — sen A.sen B. 


Demonstração: 


Considere os arcos A, A + B e — B no ciclo 
trigonométrico, todos com origem em P e 
extremos em Q, R e 5, respectivamente, 
conforme ilustrado na figura ao lado. As 
coordenadas dos pontos P, Q, R e S são: 


P(1, 0), Q(cos A, sen A), 
R(cos (A + B), sen (A + B)), S(cos B, — sen B) 


Perceba que os ângulos centrais ZROP e 
ZQOS são iguais a A + B, fazendo com que as 
cordas PR e QS são congruentes: 


PR'= -05 = (mx + (ya — ув? = (а-о) + Gs Yo = 
[(cos (A + B) - 1р + t [sen (А%В)- -ор = (cos B — cos AY + (- sen B — sen А) > 
cos? (A+B)- 2.c08 OB) t 1 + sen? (A+B)= 
= cos! B — 2.cos B.cos А + cos? А + sen? А + 2.sen A.sen В + sen В = 
— 2.cos (А + В) = 2 – cos B.cos A + 2.sen A.sen В => 
cos (A + B) = cos A.cos B —sen A.sen B 


3.1.2. Cosseno da Diferença de Dois Arcos 

Teorema: Se A e B são arcos no ciclo trigonométrico, segue que 
cos (A — B) = cos A.cos B + sen A.sen B. 

Demonstração: 

cos (A — B) = cos [A + (— B)] = cos A.cos (- B) — sen A.sen (- В) 

Sabe-se que cos (- B) = cos B e sen (- B) =—sen B 

Assim: cos (A — B) = cos A.cos B + sen A.sen B. 


3.1.3. Seno da Soma de Dois Arcos 
Teorema: Se À e B são arcos no ciclo trigonométrico, segue que 

sen (A + B) =sen A.cos B + sen B.cos A. 
Demonstração: 
sen(A+B)=cos(r/2-A-B)=cos[(7/2-A)-B]= 
= cos (7/2 — A)cos В + sen (1/2 — A).sen B = sen A.cos B + sen B.cos A. 


3.1,4. Seno da Diferença de Dois Arcos 

Teorema: Se A e B são arcos no ciclo trigonométrico, segue que 
sen (A — B) =sen A.cos B — sen B.cos A. 

Demonstração: 

sen (A — B) = sen [A + (= B)] = sen A.cos (— B) + sen (— В).соѕ A = 

= sen A.cos B — sen B.cos А 


3.1.5. Tangente da Soma de Dois Arcos 


Teorema: Se A e B são arcos no ciclo trigonométrico, A tkm, Ве екн е 


A+B *Lakm, segue que 


A+tgB 
va 


Demonstração: 
sen A.cos В + sen B.cos A 


(А +В)= sen(A + B) 1 sen A.cos B +sen B.cos A L cosA.cosB L 
cos(A--B) cosA.cosB—senA.senB  cosA.cosB sen A.sen В 
cos A.cosB 
senA | senB 
- cosa cosB _ tgA+tgB 
| SenA senB ig A.tgB 
cosA cosB 


3.1.6. Tangente da Diferenca de Dois Arcos 


Teorema: Se A e B são arcos no ciclo trigonométrico, A +5 tkm B+E+kn e 


A-B Такт, Segue que 


tgA—tgB 


tg(A—B)= 1 
el ) 1+tgA.tgB 


Demonstração: 


nM mo tgA-tg(-B) — tgA-tgB 
Ав) ша Bl- АЛЫСЫ ) I-tgA.tgB 


3.1.7. Seno da Soma de Trés Arcos 
Teorema: Se A, B e C são arcos no ciclo trigonométrico, segue que 
sen (A+B+C)= 

= sen A.cos B.cos C — sen A.sen B.sen C + cos A.sen B.cos C + cos A.cos B.sen C 
Demonstração: 
sen (A + В + C) = sen [A + (B + C)] = sen A.cos (B + C) + sen (В + С).соз A = 
= sen Afcos B.cos C — sen B.sen С] + [sen B.cos C + sen C.cos B]cos A = 
= sen A.cos B.cos C — sen A.sen B.sen C + cos A.sen B.cos C + cos A.cos B.sen С 


Todas as expressões do tipo sen (+ А + B + С), cos (“А t B + C), tg (£A + B + C) 
podem ser determinadas de forma análoga. 


3.1.8. Expressões do tipo a.sen x + b.cos x, a e b € IR. 

Teorema: Toda expressão da forma a.sen x + b.cos x, a e b е IR, pode ser escrita 
da forma k.sen (x + 0), k € IR. 

Demonstração: 

Perceba que sempre que a 0 e b 0 pode-se fazer: 


2.12 b 
a.sen x + b.cos x = Va? «b? [Z + mM) 
a cb a «b 


=1, então existe 


2 2 
a b a b? 2+b? 
Como % TES LEA AT] 
Ja? + Va? +b? ab ab a +b 
a b 
um arco 0 de modo que cos0 = е send =-=. 
Ja? +b? Ма? +b? 
2 2 q 
Deste modo: a.sen x + b.cos x = Va” +b? (cos0.senx +sen0.cos xy 
Lil b 
asen x + b.cos x = Va? +b? sen(x +0), onde cos =-= e sen0= 1 
va? +b? Jah? 


Esta expressão permite calcular os valores mínimos e máximos, apenas em função 
de a e b, de qualquer expressão da forma a.sen x + b.cos x. 
Como — 1 < sen (x + 0) < 1 e Va? +b? > 0 segue que 


—\/а? +b? < a.sen x + b.cos x < Va? +b2 


3.2. ARCO DUPLO 


3.2.1. Se x é um arco do ciclo trigonométrico, então sen 2x =2.sen x.cos x. 
Demonstração: 
Sabe-se que, se A e B são arcos no ciclo trigonométrico: 
sen (A + B) = sen A.cos B + sen B.cos А 
Fazendo A = B =x conclui-se que sen 2x = 2.sen x.cos x 


3.2.2. Se x é um arco do ciclo trigonométrico, então cos 2x = cos?x — sen? x. 
Demonstração: 
Sabe-se que, se A e B são arcos no ciclo trigonométrico: 

cos (A + B) = cos A.cos B —sen A.sen B 
Fazendo A = В =x conclui-se que cos 2х = cos'x — sen? x 
Observação: Como sen? x + cos? x = 1, outras duas maneiras de expressar cos 2x 
são cos 2x = 2.cos' x — 1 ou cos 2x = 1 — 2.sen? x. 


3.2.3. Se x é um arco do ciclo trigonométrico, x ung então tg2x шне! 
4 4 1-tg'x 
Demonstração: 
Sabe-se que, se A e В são arcos no ciclo trigonométrico: tg(A + В) = JA eB! В 3 
1—1gA.tgB 


2.tgx 


Fazendo A=B=x: tg2x= 


tg? x 
3.3. ARCO TRIPLO 


3.3.1. Se x é um arco do ciclo trigonométrico, então sen Зх = 3.sen x — 4.sen? x. 
Demonstração: 
Sabe-se que, se A e B são arcos no ciclo trigonométrico: 

sen (A + B) = sen A.cos В + sen B.cos А 
Fazendo A = 2x e B = x: sen 3x = sen (2x + x) = sen 2x.cos x + sen x.cos 2 
„зеп x.cos? x + sen x(1 — 2.sen? x) = 2.sen x(1 — sen? x) + sen x — 2.sen° y 
= 2,sen x — 2.sen° x + sen x — 2.sen? x = 3.sen x — 4.sen? x. 


3.3.1. Se x é um arco do ciclo trigonométrico, então cos Зх = 4.cos! x — 3.cos x. 
Demonstração: 
Sabe-se que, se A e B são arcos no ciclo trigonométrico: 

cos(A + B) = cos A.cos B — sen A.sen В 
Fazendo A=2xeB=x: cos 3x= = cos (2x + x) = cos 2x.cos x — sen x.sen 2x= 
= @. cos? x — 1).cos x — 2.sen” X.cos x = 2.cos : x— cos x—2(1 — cos? х)соѕ x = 
„cos? x — cos x — 2.cos x + 2.cos* COS” x — 3.005 x 


apt 22333323] 


Capítulos. Trigomemétricas. 
4 4 .tex — tg? 
3.3.3. Se x é um arco do ciclo trigonométrico, então tg3x GO s E zr 
БҰЛТЫ 
Demonstração: 
Sabe-se que, se А е В são arcos no ciclo trigonométrico: tg(A + B) РЫН (HEB d 
I-tgA.tgB 


Fazendo A =2x e B 


2tgx і 
ахах Тк С 
tg3x=tg(2x+x)= e ilag 
I-tg2x.tgx 2tg 
3.4. ARCOS MÚLTIPLOS 


O método utilizado para determinar as funções circulares de arcos duplos e 
arcos triplos náo é o que se pode chamar de prático. Para calcular cos 3x, por 
exemplo, é necessário calcular anteriormente os valores de sen 2x e cos 2x. 
Analogamente, pelo método clássico, a maneira mais rápida para calcular o valor 
de cos 7x é conhecendo os valores de cos 3x, sen 3x, cos 4x e cos 4x para fazer: 


COS 7x = cos (4x + Зх) = cos 4x.cos Зх — sen 4x.sen 3x. 


Por outro lado, é possível calcular diretamente o valor do seno ou cosseno de 
um arco da forma nx, n € IN, sem que seja necessário conhecer as expressões do 
seno ou cosseno de arcos menores de nx. Tal procedimento utiliza conceitos de 
números complexos, conteúdo constante no volume 4 desta coleção. 


Pela 1º Lei de Moivre sabe-se que (cos x + і.ѕеп х)" = cos nx + i.sen nx, n € 
IN e i* =— І. Desta forma, cos nx é igual à parte real de (cos x + і.ѕеп x)". Fazendo 
n=7 na expressão da 1º Lei de Moivre: 


cos 7x = IRe[(cos x + i.sen x) ]= 


alf 7 7 Ерен (о Bie cent T РРА 
=| |cos х–| |cos x.sen x-| , |cos xen x-| | |cosx.sen" x = 
0 2 4 6 


- =cos х x- 21со5? x(1— cos? x) + 35cos' x(1— cos? xy — 7с05 x(1 — cos? х) D 
21cos! x + 21cos' x + 35со5” X(] — 2cos? x + cos! x) — 

—Tcos FT — 3cos! x + 3cos' x - cos x) = 
=22cos” x— 21cos* x + 35cos? x — 70cos 
— cos x + 21cos? x — 21cos x + 7cos x 
= 64cos' x — 112cos! x + 56cos? x — 7cos x 


+35cos! x — 


Canítul 


Irigonométricas 


3.5. ARCO METADE 


3.5.1. Teorema: Se x é um arco do ciclo trigonométrico: cost =+ E 3 


Demonstração: 


Utilizando essa estratégia é possível determinar expressões de cos nx e sen nx 
em função de sen x e/ou cos x, como pode ser observado na tabela abaixo: 


— 8cos? x + 8cos! x 


cos dx 


cos 5х = 5cos x — 20cos? x -16cos x à 
Sabe-se que cos 20 = 2cos* 0 — 1. Fazendo 0 = 


соз 6x —— | + I8cos? x — 48cos! x + 32cos^ x 


2X x x 
cos 7x = – 7cos x + 56cos! x — 112c0s x +64cos” x €osx-2cos ——1 > cos 7-l*cosx => cos% 


x 
2 


.Se 


[SP 


= 2 4 6 8 
cos 8x = 1—32cos' x + 160cos! x — 256cos" x + 128соз° x O sinal é definido de acordo com o quadrante do arco pertence ao 1° ou 4° 


cos 9x = 9cos x - 120cos* x + 432cos x — 576cos! x + 256соѕ? x i x Үр 
quadrantes o sinal é + e se 5 Pertence ao 2º ou 3º quadrantes о sinal é —. 


cos 10x = — 1 + 50cos? x — 400cos* x + 1 120cos° x — 1280cos* x + 512cos! x Т 


cos 11x = — 11соз x + 220cos! x — 1232с05° x + 2816cos! x - 2816соѕ? x + x 
+ 1024cos!! x 3.5.2. Teorema: Se x é um arco do ciclo trigonométrico: qu 
cos 12x = 1 — 72cos? x + 840cos! x — 3584cos х + 6912cos* x — 6144cos!º x + Demonstração: 


+ 2048cos" x 


ДЕСЕ 
2 2 


Mis 3 Ж 
O sinal é definido de acordo com o quadrante do arco 5, Se 5 pertence ao 1º ou 2º 


x 2 
Sabe-se que sen == : I-cos” 


ю|> 


sen 4x = (sen х)(— 4cos x + 8соз* x) 


asiki x THE 
sen 5х = (sen х)(1 — 12cos? x + 16cos* x) l quadrantes o sinal é + e se > pertence ao 3º ou 4º quadrantes o sinal é —. 


sen 6x = (sen x)(6cos x — 32cos? x + 32cos” x) 


sen 7x = (sen x)(— 1 + 24cos? x — 80cos! x + 64соз° x) 3.5.3. Teorema: Se x é um arco do ciclo trigonométrico: tes 


sen 8x = (sen x)(— 8cos x + 80cos? x — 192cos! x + 128соѕ' x) Demonstração: 


X I-cosx 
sen gs I-cosx 
er =+ EET 
cos X 1+ cos +Cosx 
2 Na 


¿nal 2 : x x ч 
O sinal é definido de acordo com o quadrante do arco i Se гі pertence ao 1º ou 3' 


sen 9x = (sen x )(1 — 40cos! x + 240cos! x — 448соѕ x + 256cos* x) 


sen 10x = (sen x)(10cos x — 160cos! x + 672cos! x — 1024cos! x + 512соѕ? х) 


sen 11х = (sen X(- 1 + 60cos” x — 560сов! х + 1792cos x — 2304cos' x + 
+ 1024cos^ x) 


sen 12x = (sen x )(- 12cos x + 280cos! x — 1792cos° x + 4608cos” x — 5120соѕ? x + 


2 x " А 
é E 2º o E 
+2048cos!! x) quadrantes o sinal é e se 2 pertence ao 2º ou 4º quadrantes o sinal é —. 


3.6. TRANSFORMAÇÃO EM PRODUTO 


Sabe-se que: 
sen (А + В) = зеп A.cos В +senB.cosA (1) 
sen (А — B) = зеп A.cos B-senB.cos A (2) 
cos (А + В) = соз A.cos B-sen А.зеп В (3) 
cos (А — В) = соз A.cos В + зеп A.senB (4) 


Note que: 
(1) + (2): sen (A + В) + sen (A — B) =2.sen A.cos B 
(1) – (2): sen(A + B) - sen(A – B) sen B.cos A 
(3) %(4): cos (A + B) + cos (A — B) = 2.cos A.cos B 
(3) - (4): cos (А + B) — cos (A — В) =— 2.sen A.sen В 


Fazendo a mudanga de variáveis 
Xt 
tup JS 

2 


A+B=x e A-B=y obtém-se 
x= RA 
A= B D. Substituindo esta mudança nas últimas equações se obtém 


as fórmulas de transformação em produto: 


senx+seny =2sen ХУ cos Y 
2 2 
sen x—sen y = 2sen EY cos ЕУ 
2 2 
cosx+cosy = 2eos 3 cos Y 
2 2 
соѕх – соѕу = —2sen зола 


As fórmulas de transformação em produto permitem calcular o valor de 
expressões trigonométricas que envolvem arcos não notáveis. Por exemplo, é 


n Sr 
cos —. Fazendo 
24 24 


possível calcular o valor de P = 5 encontra-se 


T т 143 +i 
x q ey Tie: Substituindo em sen x —sen y = 2sen ё z 2 


51 42-1 


.с05— = 


24 4 


n x x 5л 
sen— —sen— = 2sen—..cos 
4 6 24 24 


т 
= sen 
24 


Em 
т" 


3.7. IDENTIDADES COM ÂNGULOS DE UM TRIÂNGULO 


Existem relações que podem ser estabelecidas entre funções trigonométricas 
dos ângulos de um triângulo. Estas relações podem ser divididas em duas 
categorias: 

1) Relações do tipo SE: As relações que são válidas se A, B e C são ângulos de um 
triángulo, ou seja, se A + B +С = x; 

2) Relações do tipo S OMENTE SE: As relações que, além de serem válidas 
para todo triângulo ABC, a volta do teorema também é válida, ou seja, que 
garantem a existência de ângulos A, B e C que formam um triângulo. 


3.7.1. Relações do Tipo SE 


3.7.1.1. Em um triângulo ABC é válida a relação 
sen 2A + sen 2B + sen 2C = 4sen A.sen B.sen С 


Demonstração: 
sen 2A + sen 2B + sen 2C = 2.sen (A + B).cos (A — B) + 2sen C.cos C 


=2.sen (л — C).cos (A — B) + 2sen C.cos С 


A-B+C -A+B+C 
= sen C[cos (A — B) + cos C] = 2sen сағ ABC) (лазе. = 


en C.cos C = 


5 22 
= ase eos E EB Jes( meza )- 4sen A.sen B.senC 


2 


3.7.1.2. Em um triângulo ABC é válida a relação 
cos 2A + cos 2B + cos 2C = – 1 — 4cos A.cos B.cos С 


Demonstração: 3 

cos 2A + cos 2B + cos 2С = 2.cos (A + B).cos (A - В) + 2с05 C- 1 = 

=2.c0s (п — C).cos (A — В) + 2cos C — 1 = — 2.cos C.cos (A - B) + 2cos" C — 1 = 
= 2cos C[cos С ~ cos (А — B)] - 1= 

3 — a s d - 


т-2В 


=— | — 4cos A.cos B.cos C 


=-1 E 


3.7.1.3. Em um triângulo ABC é válida a relação 


cos A + cos B + cosC = 1 tsen sen sent 


2 


Demonstração: 


cos A + cos B + cos C = 2.cos ХҰН) w: 

=2.cos EC cos AB ni d] LER = 80; 2se С +1= 
2 2 2 2 2 

= asen S [AB n E] zi БЕ +1 

= 1+ 25еп 252. se BJo te asen en 2 sen 


3.7.2. Relações do Tipo SE E SOMENTE SE 


3.7 


1. (i) Em um triângulo acutângulo ABC é válida a relação 

$ tg A + tg B+ tg C= tg A.tg B.tg C 

(ii) Se x, y e z são números reais positivos tais que x + y + z = x.y.z, então existe 
um triângulo ABC acutângulo tal que x = tg A, y = tg Bez-tgC. 

Demonstração: 

tgA+tgB 


(0А +В =п-С = tg(A*B)-tg(r-C) > ——Y-tgC > 
1-tgA.tgB 
ш А *ttgB--tg C tg Aug B.tgC. > А +tg B + tg C 7 tg Але B.tg C 
(iDx+y+z=xyz > y*z-xyz-1) > x= 
у2-1 


Sabe-se que tg O pode assumir qualquer valor real. Assim, pode-se fazer x = 
tg A, y = tg B e z = tg C. Basta agora descobrir a relação entre A, B e C. Note que: 
tg B tgC 

tg A == 

tg B.tgC 

Como foi visto no item sobre redução ao 1° quadrante, se tg o. = — tg B então 

a + B = kx, ke Z. Desta forma, segue que A + B + C = kr. Como x, y e z são 


=—tg(B+C) 


"m x л 
positivos então 0 <А. B, C < oa onde segue que 0<A +B+C < 9d fazendo com 
2 2 


que a única possibilidade seja A + B + C = л, implicando que existe um triângulo 
com ângulos A, Be C. T 


x 1 
Observação: Como cotg 0 = pri então a relação é equivalente a 
g 


À ! cotg A.cotg В + cotg A.cotg C + cotg B.cotg C 2 1 
QE válida também a volta do teorema. Assim, se existem números reais 
positivos X, y € z tais que xy + xz + yz = 1 então existe um triângulo ABC 
acutángulo tal que x = cotg A, y = cotg Bez= cotg C. 


KR RAR W Saw wa a a aY 


ü 


Canitalo 3. Transformações Trigonométricas 


3.7.2.2. (i) Em um triângulo ABC é válida a relação 
DAS ABA Li E е 
sen? — rsen" — + sen" — + 25еп — еп —ѕеп— = 1 
2 2 2 2 
(ii) Se x, y e z são números reais positivos tais que x^ + y? + z? + 2x.y.z = 1, então 
3 de A c 
existe um triángulo ABC tal que x = euge у= Дө ez- Sins 


Demonstração: 


2C _3-(cosA +cosB+cosC) 
1 3 


1-cos0 , 
БҮЛЕ: 


2А 2B 2 
sen? + sen? — + sen 
2 2 2 


(i) Como sen? 2 = 


A Be 
Como cos A +cosB+cosC =| + qubd Ey então 


2A 2B 2C ABL O 
sen” — + sen” — + sen” —-2sen—sen—sen—-l 
2 2 2 21:2 115 


(і)х ey +z +2xyz=1 => х°+(2уух+у*+7—1=0 > 
-2yzt hyr ZAR : 
xH yz+J4y z -Ay +7 --yz+ (1-yy0-z) 


2 


Como x > 0 então a única solução possível é x = —yz + Ja - y- 
Note que (1 — у?у(1 — 2) > 0 somente z> 1. Porém, se y e z 
forem maiores que 1, x será negativo. Assim, a única po de é0 «y, z « l. 
Desta forma, existem os ángulos B e C, com 0 < B, C < z/2, de modo que 


B C AA 2 À 
y-sen7 ez- sen: Fazendo essa substituição na solução encontrada para x: 


2 7 БОДЕН -C Baog 
x=-yz+\(l-y Х1-2?) = sen sen co = 1*3 


kn B e 
Сото 1 >2у +2 = sen? 5 * sen? =» tem-se que cos 


Como 0 « B, C « z/2, segue diretamente que eos ose =cos( 2-2), 


B C 
implicando que as ou seja, B + C < л. Como x = es ( B5). então 


0 < x < 1, fazendo com que exista um ângulo A. com 0 < A < 7/2, tal que 


A А А п А ВИО е: 
x=sen—. Desta maneira х = ѕеп| — |- cos| ——— |=cos| —+— |, implicando 
2 2 212 2179 


que A + B + C = п, fazendo com que exista um triángulo com ángulos A, B e C. 
Observação: Como cos” 0 = 1 — sen? 0 a relação é idêntica a 


„А 2B 
cos” — + cos 
2 2 


B с 
sen—sen—-2 


c A 
—2sen 
2 2 2 2 


+ cos” 


3.7.2.3. (i) Em um triângulo АВС é válida a relação 
cos? A + cos! B + cos? C + 2cos Aicos B.cos C=1 

(ii) Se x, y е 2 são números reais tais que x? + y! +22 + 2x.y.z = 1, então existe um 

triángulo ABC tal que x = cos A, у = cos Bez = cos C. 

Demonstração: 


= 2 20 
(i) Desde que cos 0 = PAN entáo 
2 2 3+cos2, 2 2 
КЫЙ A+ cos! ва CER 4 cos am В + соѕ2С 

Como já foi provado que cos 2А q cos 2B + cos 2С = — | — 4cos A.cos B.cos С, 
segue diretamente que cos” A + cos? B + cos! C + 2cos A. cos B.cos C = 1. 
(ii) A demonstraçào é praticamente idêntica a do item 3.7.2.2 parte (ii). 
Observação: Como | cos! 0=1 — sen? 0a relação é idéntica. a 

sen? A + sen? B + sen? C — 2cos A.cos B.cos C=2 


3.7.2.4. (i) Em um triángulo ABC é válida a relação 
А В А С B C 
tg—tg—+tg—tg—tg—tg— 
Е е D cb 
(ii) Se x, y e z são números reais positivos tais que xy + xz + yz = 1, então existe 


um triángulo ABC tal que x — e. y" «ғ ez= «С. 


Demonstração: 


(й) xy +xz+yz= 

Sabe-se que tg 0 pode assumir qualquer valor real. Assim, pode-se fazer x — 
tg 2. y-tg = ez=tg Es Como x, y e z são positivos, segue que A, B e C são 
ángulos do 1º quadrante. Basta agora descobrir a relação entre A, Be C. 
Substituindo na expressão (1): 


B c 
ggg 


ІЗІН» 
testes 


Capítulo 3. *s Irigonemétricas 
No capítulo anterior, verificou que dois arcos a e В possuem mesma tangente 
ѕеа = В + Кп, ke Z. Logo: 
В С л 


ВОС тА qr > АВС Qk Ux 
2727272 


Como 0 <А, В, С < z, então 0<A+B+C By fazendo com que a ünica 
possibilidade seja A + B + C = z. 
Observação: 


1 4 1 
Como cotg 0 = TOR então a relação é equivalente a 
g 


cog * cog da сөшС ш сир cotg eog E 


É válida também a dis do HE Assim, se existem nümeros reais 
positivos x, y e z tais que x + y + z = xyz então existe um triángulo ABC 


^ A B d 
acutángulo tal que x= со, у= о> ez= коң: 


Em resumo, em um triângulo ABC são válidas as relações;: 
sen 2A + sen 2B + sen 2C = dsen А.зеп B.sen С 
cos 2A + cos 2B + cos 2C = = 1 — 4cos A.cos B.cos С 
соз А - cos B-c cosC = 1 tsen Asen sen E 


tg A + tg B + tg C = tg A.tg Бір C (se AABC acutángulo) 
cotg A.cotg B + cotg A.cotg C + cotg B.cotg C = 1 (se AABC acutângulo) 


sen? tsen P sen? C sen Esen sen С =1 


co de cos? Poo а A sen E =2 


cos? A + cos? B + cos! C + 2соз A.cos B.cos C - 1 
sen? А + sen? B + sen? С — 2cos A.cos B.cos C=2 


«баб, «4.6, stus =1 (se AABC acutângulo) 


2 
coge cote + cotg E —cota 2 оа зев (se ЛАВС acutângulo) 


TRIGO) 


FORMULÁRIO DAS TRANSFORMAÇÕES NOMÉTRICAS 

Neste capítulo foram apresentadas várias fórmulas, todas muito úteis na 
resolução de problemas de trigonometria. Abaixo estão listadas todas as fórmulas 
que o leitor deve memorizar: 


cos (A + B) = cos A.cos B — sen A.sen В 
cos (A – B) = cos A.cos В + sen A.sen В 
sen (A + B) = sen A.cos В + sen B.cos А 
sen (A — B) =sen A.cos B — sen B.cos A 
шА+В)= tgA+tgB 
1-tgA.tgB 
tgA-tgB 
1+tgA.tgB 
sen 2x = 2.sen x.cos x 
cos 2x = cos'x — sen? х 
2.tgx 
1-іріх 
sen 3x=3.sen x — 4.sen? x 
cos Зх = 4.cos! x — 3.cos x 


tg(A-B)= 


tg2x — 


zit 1-cosx 
2 1+cosx 
sen х + sen y =25en Y qq Y 
2 2 
senx-seny = 2sen XY oos 3 * Y 
2 2 
cosx+cosy -2со Y сов Y 
2 2 
cosx—cosy = -2sen ХУ gon Y. 
2 


Exercícios Zesolvidos > 


1) (Ciaba-07) Sejam а um arco do 1º quadrante e f) um arco do 2º quadrante, tais 
que cos a = 0.8 e sen f) = 0,6. O valor de sen (a + p) é 

A)100 B)096 С)0,0 D)048 E)0,00 

Solução: Alternativa E 

sena = А - cos! a = +/1-0,8º =+/1=0,64 = 140,36 = +0,6 

Como о е 1º quadrante, segue que sen a = 0,6 

cosp = + sen р = + —0,6° =41=0,36 = 40,64 = +0,8 

Como f) є 2º quadrante, segue que cos p = — 0,8 

Assim: sen (a. + В) = sen a.cos [3 + sen .сов a = 0.6(— 0,8) + 0.6.0,8= 0 


2) (Fuvest-94) O valor de (tg 10º + cotg10°)sen20° é: 
a)1/2 b)1 с)2 d) 5/2 e)4 
Solução: Alternativa C 

cos10* 


(tg10* + cotg10*)sen20* = 
sento” 


(ша 10° 
— q 


Jesen 10°cos10° 
cos10° 


[Ee зт ант 12=2 


vale. 


5 4 
3) (AFA-03) Dados que sen x + cos x = е) tem-se que cos (x Ei 


-1-43 2 
b-- c 
RT CHAT 6 
Solução: Alternativa D 


x 
Desenvolvendo o valor de cos(x - z): 


x x л 
cos | x —— |= cos x.cos — + sen x— sen — = 
4 4 4 


sen Ө 


4) (1ТА-95) А expressão .0<0 < x, idéntica a: 


14 cos0 

a) sec0/2 b)cosec0/2 с) cotg0/2 d)tg0/2 
Solução: Alternativa D 
senO — 2.sen0/2.cos0/2 


1«cos0 | 2.cos 0/2 


e) cos0/2 


=tg0/2 


o БҮТ] 
5) (ITA-16) Se tgx = VTex 4% então sen 3: 
14 14 14 
МАЗ b) Екі а 14 e) Xin 
8 8 4 4 6 
Solução: Alternativa B 
tgx- V7 > sen'x= > senx МА 
1+ 3 ү 
tex 
sen3x=3senx—4sen'x => sen3x =- E uH = sen3x- 2: 


6) (1ТА-03) Para todo x є R, a expressão [cos (2x)]" [sen (2x) sen x é igual a: 
a) 2º [sen (2x) + sen (5x) + sen (7x)]. 
b)2* [2 sen x + sen (7x) — sen (9x)]. 
c) 2º [- sen (2x) - sen (3x) + sen (7x)]. 
d) 2* [- sen x + 2 sen (5x) — sen (9x)]. 
e)2* [sen x 2 sen (3x) sen (5x)]. 
Solução: Alternativa B 
[cos2x]*[sen2x]? senx = [cos2x sen2x]?.senx = [2^'sendx]'.senx = 
2”.sendx.(sendx. senx) = 27 sen4x.[-2"! (cos5x — со: 
senda, Cos5x — sendx.cos3x] = — 
' (sen9x — senx — sen7x — senx) = 27*(2senx + sen7x — sen9x) 


7) (ITA-99) Se x e [0, л/2[ é tal que 4 tg'x = 4, então o valor de 


sen 2x + sen 4x 


3У5 

a yA y 36 95 et 
Solução: Alternativa B 

4tg'x=sec'x+4 = 4.tg' x= (tg? x+1)+4 > 


Ag'xctgxi2g х+1+4 = 34g'x- 2.tg? x 0> 

(ta? + DG.tg! x — 5)=0 > tg'x=53 > se!x-1-553 > 
=83 > cos'x-3/8 

Assim: cos 2x -2.0$' x — 1= 34 - 1 =— 1/4 = sen2x- V15/4 


Deste modo: sen 2x + sen 4x = sen 2x + 2.sen 2x.cos 2x = sen 2x(1 + 2.cos 2x) = 


—— à 


8) (ITA-99) Seja a е R com 0 <a < a Ae 


éidê a: $ 
VZcotg?a 9 2/2 
I+cotg'a 1 cotg'a 
1+ 3cotga 1+ 2cotga 
d)———— 66 
2 14 cotga 
Solução: Alternativa А 
Зл 
P а+—-а іні; 
2.sen cos — [cosa = 6097 cosa 
2 4 
N2. w2 INE 
secta I+rtg'a 1nd 
соға 
11 1 
2 sen x tQ | teotg'x tas 
9) (ITA-09) A expressão NT 
I+ tg” 2 
Equivale a : 
a) [cosx sen "x]cotg x. b) [senx * cos x] tgx 


d) [1 — cotg? x|sen x . 


c) [cos'x sen x]cotg? x. 
e) [1 + cotg? x] [sen x + cos x]. 
Solução: Alternativa A 


Пл 


Пл 3л i Зл à 
Note que —= сш +2(27), ou seja, e — são arcos côngruos. 
2 


Е ЫТЫ! 


Зп) 2 х 
2| sen x+ | +eotg x 85 


2X 2X 
l+tg = sec — 
2 2 
£ x —COS x.sen x + cos 1 
= 2|-cosx + -sen—.cos— = senx т 
2 2 беп x 


_ cosx 


[-sen?x + cosx |= cotg x [cos x — sen? x] 


senx 


10) (ITA-09) Sabendo que tg? (s +5") 2) 


5» Para algum x € ( determine 


sen x. 


eol 
б л 
I =) 


11) (ITA-11) Calcule 


„л 27 x т n т 
a) | cos = —sen" — |cos— — 2sen— cos— зеп--. 
2 5 10 5 5 10 


p " T T 
b) Usando o resultado o item anterior, calcule sen-— cos— 
Solução: 


27 т т x l K x 
а) | соѕ =—sen*— |.cos— — 2sen— .cos—.sen— = 
5 10 5 5 10 


40527 cos — sen GLA Ш = сов! 2а ца с sz -0 
БЕТТІН ТТТІТІТІ 10) “5; 


соз2® cos т 
2n x istam 
b) cos eos = Ове. соз З хеп Б = 5 10 = соѕ7 sent > 
Ў 2sen- 3 10 
5 
т 
т n Ren 
369102070 т x 2 л x 1 x т 
= cos ¿sen =— =cos.sen— = —=cos—.sen— 
25202. UT š 10 4 T Т0 


E 
с 
= 
= 
кш 


cotgx -1 


l 
12) (ITA-13) Se cos 2x =—, então um possível valor de —— — — —— — —— 
2 cossec(x — x) -sec(n- x) 


é 
A035 BOL COV. DO 3. E()2. 
Solução: Alternativa A 
cosx—senx 
cotgx -1 1 senx 3 senx = Us 
cossec(x—m)-—sec(m—x) _ ТЕРІ! -совх + 
senx cosx senxcosx 


Уз 


Como cos 2» = 2cos'x- => 2совх => cosx= + 


2 


ы 
13) (ІТА-14) Sabendo que sen x A a * 0 e b у 0, um possível valor para 
a b 


cossec 2: 
арі 2 

a-b a -b a «b 
A) B) С) т: 

аһ 2ab ab Aab 
Solução: Alternativa E 

tgx l Senx l зепх 
cossec 2x — = - = - = 
2  sen2x 2.соѕх 2senx.cosx 2.совх 
1-senx cox _ cosx сох 


2senx.cosx 2.зепх.совх  2.senx 2 


А H ajeb Y (a? +b? -2ab (а +b? + 2ab 
cot x = соѕѕес х—1 = -l= 
2ab 2ab 


2ab 


as (a-b) (a +b)? 
4a°b? 


2 
a- 
Logo: cotx = + 


14) (ITA-15) Seja n um inteiro positivo tal que sen 


a) Determine n. 
қ x 
b) Determine sen—. 
24 


Solução: 


5. T ul 3, Transformações Irigonométricas | 
17) (ITA-15) Sejam о. e B números reais tais que о. B, © + B е ] 0,27 | e satisfazem 


I-cosx 
as equações 


> 


x 3 
a) Como SS E: » é fácil ver que cosx = б satisfaz a condição dada. 
x a 219 4 4а 1 4 
Como — e 1º quadrante, a única possibilidade é sen —- — sen > n=6 cos — = —cos! = += e cos B- —cos! 
2n 2n 12 BT 
Então, o menor valor de cos (a. + B) é igual a 


Уз 42 I 
a)-1 b) тө c) ТЕЛ 4) ES е)0. 
Solução: Alternativa В 


4cos! .—Scos É + 1=0 = СЕЗСЕ 


x 2-43 42 
b) Como КЕТУ = + então utilizando a relação fundamental sen?x + cos?x = 


5 
2^4 TAE Горо : 
EL 1-соз, т 2- [5-3 
imm ies => sen— = 
24 4 24 8 


m 
1, temos que 0822 


i) 0059 = £12 cosa = 2cos -]-»sena = 0 
15) Demonstre que em um triângulo com ângulos x, y e z vale a relação: a 1 E 1 
ii) cos— = + — = cosa = 2cos! =- | = -— = sena =: 
sen 5x + sen Sy + sen 5z = 4.co: 2 2 2 2 2 
; f 3 
Solução: 4cos*B 700 L43=0 5, cost = +1 ou conti RE 
3 3 3 3 2 


sen 5х + ѕеп 5y +sen 5z = 2.5еп[(5х + Sy)/2].cos[(5x —5yy2] + 2.sen 5z/2.cos 52/2 = 
= 2.sen[Sn/2 — 5z/2].cos[(5x— 5у)/2] + 2.sen [51/2 /2 — Sy/2].cos 52/2 = 

= 2.cos 52/2.cos[(5x — 5у)/2] + 2.cos [(5x + 5y)/2].cos 52/2 = 

= 2.cos 57/2. [cos(5x/2 - 5у/2) + с05(5х/2 + 5y/2)] = 4.cos 5x/2.cos 5у/2.сов 52/2 


Assim, segue que cos p = 0 ou cos B = + 1 
Como cos (а + B) = cos a.cos | — sen a. sen fJ, se cos B = 0 (consequentemente 
tem-se sen B = + 1) tem-se cos (a + B) = — sen asen |}, cujo menor valor ocorre 


1 para Ed e sen f = 1 (ou ambos negativos): cos (a + B) = е 
16) Se tg За = tg 3b = tg 3c prove que (tga + tg b+ wo edes 29. i 
tga tgb tge 


Se cos f = + 1 (sen B = 0) tem-se cos (о + B) = + cos а, cujo menor valor ocorre 
1 


cos (a. + B) --1 


Solução: para seng = 
Se tg За = tg 3b = tg 3c então a, b e c são as raizes da equação tg Зх =k = 
3.tgx- E 

is ui =k > tg'x-3kt x-3tgx+k=0 Assim, o menor valor de cos (a. + f) é Ei 


Fazendo tg x = t segue que tg a, tg b e tg c são as raizes de t — 3k — 3t + k = 0. 
Pelas relações de Girard: 
1 1 1 со$1° 


lga+tgb+tgc=3k + +... + = 
cos0º соѕ1° cosl"cos2" со588° cos89º  sen*I” 


ig atg b + tg a.tg c tg btge-—3 І + 
tg atg b. tgc=-k + Solução: 

1 1 1 ѕеп(1°) 2 ѕеп[(п +1) п] _ ѕеп(п +1). соѕ(п) – sen(n).cos(n +1) E 
(ga +tgb+tgc)= e wu)" I соѕ(п).соѕ(п +1) cos(n).cos(n +1) cos(n).cos(n +1) 


18) Prove que: 


tga tge 
=t D-t 
WE Y EIS (n + 1) tQ) 
ko 


1 + 1 Tek l = 
cos0º cosl? cosl°cos2° cos88” cos89° 
_ AgIº=tg0º +te2°—tgl° +... + tg89°-tg88° _ tg89°—tg0° _ cosl" 
1 зеп1° sentº sen`1° 


= ((да + шешеу Logo: 


tga.tgb.tgc 


21) (IME-17) Se —— Sa 4.391 X 4 calcule o valor S. 
cosy seny 
_ Зсоѕу + cos3y 71 3sen y -sen3y 


cosx sen x 


19) (IME-04) Calcule sen (x + y) em função de a e b, sabendoíq que o o prodüi ab = 
0, que sen x +seny=ae eque cos x + cos y = b. 
Soluçào: 
Utilizando fatoração de expressões trigonométricas: 
senx+seny=a = 2sen (=) (ха = Solução: 
2 cosx sen x 
== 
cosy sen y 
sen (X + у) =— sen y.cos y 
(II) Como cos 3x = 4cos` x — 3cos x e sen Зу = 3sen y — 4sen" y então: 


x-y b т 
> 2)-—2 a 3 А; 
2 КЕЗ кош s= 4cos” y , 4sen” y vens eset EJ 
> cosx senx со5х senx 
M. , x+ 


=-1 = seny.cosx + зеп х.соз y -—seny.cosy > 


cos x + cosy =b => 2 cos (322) 00 


1 -4a- sen? y) 25Y zud cos? yir] 
cos nx 


4| ESY , seny sen?y.cosy cos yseny| | 
cosx senx cosx senx 


s | sen(x+y) (sen? y.sen x.cos у + cos? y.sen y.cosx | ; 


І cosx.sen x cosx.senx 
4 : 
=————[sen(x + y) —sen y.cos y(sen x.sen y + cos x.cos y)] = 


20) (IME-13) Considere P = | [| 1 ) xi ОЛДУ 
( ) Considere n * “(1 =). com H representando o produto 2 4 [sen(x + y) sen(x +y)cos(x -y)] L 
dos termos desde k = 0 até k = n, sendo k e n números inteiros. Determine o(s) 
valor(es) de m, número real, que satisfaça(m) a equação P = 2". 

Solução: 

Desenvolvendo o termo geral: 


e ml et) e) (i) 


cosx.senx 


5 sen2x +ѕеп2у | _ 
Cosx.sen x 2 


=— [sen y.cosy +senx.cosx + sen y.cos y] - 4 
= cosx.senx 


іне жу)» 


на т X kx 22) (IME-84) Obtenha uma relação entre a, b e c, eliminando x entre as duas 
"Ul [кє cos| = |.cos| — 
4 180 4 180 


equacóes abaixo: 
a.sen x — b.cos x = (1/2).c.sen 2x 


m 
g EI) 


z kr - a.cos x + b.sen x = c.cos 2x 
š (em) “259 НЕЗ хан H5 DT Solução: 
HE kr) kx = kr Multiplicando a 1º equação por sen x e a segunda por cos x: 
2. =[) (%) Ç 414) asen?x—bsenxcosx =csen? xcosx 
Logo, no produtório, os termos de ordem k e 45 — k serão cancelados, fazendo com i x + bsenx cosx =ccosx(2cos” x - 1) 
que P= (/2)“ =2P => mi=28 Somando as duas equações: a = c cos x (sen! x +2cos x - 1) > 


24) (IME-10) Considere a sequência 


2 3 
€cosx(2cos x—cos x)=ccos'x = cosx 


Multiplicando a 1º equação por — cos x e a segunda por sen x: 


Determine o produto dos 20 ERA. termos desta sequéncia. 
Solução: 


-asenxcosx + bcos“ x =-csenxcos” x 


asen x cos x + bsen? x = csenx(1—2sen? x) 
Somando as duas equações: b = c sen x (- cos! x + 1 – 25еп x) > 


Ë ° 
a 2 
қыша Ба 
ж 3 


Inicialmente note que a, 


b= c sen x (sen x - 2: ccosx => senx= 


nº x) i 4 à 
A lei de formação dada é equivalente a a, = 2aç=I+aç 


Comparando com a identidade trigonométrica 2.с05 0/2 = 1 + cos a, pode-se 


então afirmar que existe um ángulo о tal que a, = cos 0/2 e a, = cos a 


Elevando (1) e (2) ao quadrado: co: 


7 ; 
: 2 а” ы 2:31 32 x 
Somando estas equações: + 1 = Ҹа? dp =} Como a, > então a, = cos: A6 rt ax = ©0$ у 
c 2 a 
L P. = T cos cost 
BE % 57 оро: Рз -со5---.СО5 «cos S= 
23) Elimine a e B nas expressões seguintes obtendo uma relação entre a, b e с: desta 296 216 276 6 
cosa +cosp=a 
! Multiplicando e dividindo por 2.sen р 
соѕ 20 +cos2ß =b 2! ИЗ 
n T 
cos3a.--cos3p = c 2sen эу 25053 225 2608: COS 
Solução: Px = 6 2 = > 
Como cos cos’ x-1 = b-2(cosa + cos’ P)-2 => 
2 2 b+2 
cos а *cos B = 
a sen gr COS jp COS mi; «COS 
Elevando ao quadrado a 2º equação: Ps = 26 26 2.6 D+: > 


cosa + соз $=а = cos? a + cos? В + 2cos acos B 

b+2 2 22º =b- 

*2cosacosp-a^ => sacos 

sx = с = 4(с05' a + соз' B) — 3(cos а + cos В) => 
с = 4(cos a + cos В)(соѕ о + cos” fi cos acos В) – За => 
2 


2 2-b-2 2 2231 
ca Ене b Eau - A 2 2442) a 


2 4 £ 


c=a(6+3b-2a)-3a > с=а(3 + 3b- 2a?) 


— 


cosx +cosy + enx 
25) Dado que: X-cosy-cosz senx+seny+senz _ 
cos(x +y +z) sen(x + y +7) 
mostre que cos (y + z) + cos (z + х) + cos (x + y) = a. 
Solução: 
cosx+cosy+cosz _ senx +seny +senz 
cos(x +y +2) sen(x +y +2) 
sen(x + y + z).cos x + sen(x + y + z).cosy + sen(x + y + z).cos z = 


= cos(x + y + z).sen x + cos(x + y + z).sen y + cos(x +y + 2).ѕепх = 


sen(x + y) + sen(x + z) + ѕеп(у + 2) = 0 

cosx _ Sosftx+y+2)-(y+2)] _ 
cos(x +y +2) cos(x + y +2) F 
_ COS(X + y + Z).cos(y +2) –ѕеп(х+у+ en(y +2) 

cos(x + y +2) 1 

= со5(у + z) - cot(x + y + z).sen(y +z) (1) 
Analogamente, pode-se demonstrar que: 

cosy 
cos(x + y + Z) 

cosz 
cos(x +y +z) 
Somando as expressões (1), (2) e (3): 
а = cos(x + y) + cos(x + 2) + cos(y + 2) — 
= сох + y + z)[ sen(x + у) + sen(x + z) +sen(y + 2)] => 
cos(x + у) + cos(x + 2) + cos(y + z) - a 


Note agora que: 


= cos(x +Z)—cot(x + y +z)sen(x +z) (2) 


= cos(x +y)-cot(x + y +Z)sen(x +y) (3) 


ү 


10930111111 


ercícios .— ^ 
E^ "Vestibulat 


1) (Udesc-12) A expressão cotg 2x + cossec 2x pode ser escrita como: 


cosx+senx 
a) ——ə—Ə—əəƏ b)tgx €) cotg x 
cosx.senx 
d 2[cos? 2x +sen2x] o) 2[cos2x + sen? 2x] 
sen 4x sen4x 
sen15°.cos165° 


2) (UEFS-14) O valor de == 
sen” 20°+sen" 70º 


3) (UEL-08) Se cos (2x) = 1/2, então o valor de tan” (x) + sec? (x) é: 
a) 1/3 b23 от d)43 е)5/3 


4) (UEL-09) Se cos (2x) = 1/3, onde x € (0, л), então o valor de 


_sen(3x)—sen(x) 
1 cos(2x) 
e: 
23 


a)-1 "EE әз Tam 


5) (UFPA-00) Sendo a e b dois ângulos tais que tg a = 1/2 e tg b = 1/3, encontre, 
em graus, o valor do ángulo a + b. 

6) (UFPB-05) Se Ө + = „Ке Z, e cotg 0 - tg Ө = 8, então cotg (20) é igual a 

a)-4 b)! c) 2 d)-2 e)4 


7) (UFPE-12) Analise a veracidade das afirmações seguintes sobre identidades 
trigonométricas. 
0-0) sen'x — сов? 


1-1) (t x) = ««(5- 3! para todo x real. 


=sen?x — cos?x, para todo x real. 


кт me 
‚ para todo x real e x = >> com k inteiro. 


2-2) tgx +cotgx = 


sen(2x) 2 
3-3) 2cos'x + cos(2x) = 3 + Acos"x, para todo x real. 


Capitulo 3. Transformações 


4-4) sen(x + y) + sen(x — y) = 2cos x.cos у, para quaisquer x e y reais. 


8) (FGV-02) A função f(x) = 16(sen x)(cos x) assume valor máximo igual a: 
a) 16 b) 12 c) 10 d)8 е)4 
9) (СЕРІ-07) O valor máximo que a expressão y = 2cos x + sen x assume é: 


2 D) 5 


АУ B)2 о E)3 


10) (UFPI-10) O valor da seguinte expressão trigonométrica sen10?.sen70?.sen130? 
CE 
(А) 1/16 (В) 1/8 (С) 1/4 


(0) 1/2 (Е) 2/3 


3 1 12 23 25 
11) (FAAP-75) O valor da soma sen? E + зеп? E + sen? rese E é 
3 


a)0 b)42/2 coU2 d)9 е)9/2 


12) (PUC/RS-01) А expressão сов" o. —sen* a + cos? a — sen? a. é idêntica a 
а) 2.c0s 2a b) 2.5еп 20. с) соѕ20 
d) ѕеп 20. €) соѕ 20. - sen2a 


13) (UFU-01) Encontre o valor máximo e o valor mínimo que a função 
f(x) = sen" x + cos x pode assumir. 


14) (UFRJ-97) Seja x tal que sen x + cos x = 
possíveis para sen 2x + cos 2x. 


1. Determine todos os valores 


15) (UFT-09) Dado sen 0 ==> 0° «0 < 90°. O valor de sen (40) é: 


A yX Q4 зз 
16 32 8 32 


a) 


16) (Unifei-09) Se Ө é um ángulo do 4º Quadrante е cotg0 = 


sen20 —cos20? 


2 
ар quanto vale 


17) (FGV-10) A soma сов:0% + cos?2° + соз?4° + cos?6° +... + cos^358" + cos!360º 
é igual a 
A)316. 


В) 270. С) 181. 


D) 180. 


e)91. 


( 
k 


UU 


18) (FGV-12) O valor de y no sistema de equacó 


1 
зеп 10° )х —(cos10º)y ----- 
(зеп 10° )х — (cos 10º )у 721508 
(sen 50° )х + (соѕ50° )у = — 1 
ѕеп10° 
3 
a) m b) 43 с) 345 e) tá 


19) (FGV-13) Se sen x + sen y 1, então sec (x — y) é igual a 


ы 2 d)3 


e cos x + cos y 


a) 1/3 e)4 


л 
5, com 0<о 5" 


20) (FGV-15) Se 1 + cos а + cos а + cos! a + cos! a +... 


então, sen 20 é igual a 


(A)0,84. (В) 0,90. (С) 0,92. (D)0,94. (Б) 0,96, 


3.cos x + 2,sen x para x real é: 


e)5 


21) (Fuvest-93) O valor máximo da função f(x) 
ау/22 Ыз с) ORE 


22) (Fuvest-07) Um arco x está no terceiro qu te do circulo trigonométrico e 
verifica a equação 5cos 2x + 3sen x = 4. Determine os valores de sen x e cos x. 


23) (Fuvest-09) Seja x no intervalo |0, т/2| satisfazendo a equação 
2 


3 ; 
ѕесх = =. Assim, calcule o valor de: 


24) (Fuvest-10) Sejam x e y dois números reais, com 0 < x < 1/2 e 1/2 < y < m, 
satisfazendo sen y = e 115еп x + 5cos (y — x) = 3. Nessas condições, determine 

a) cos y. 

b) sen 2x. 


25) (Fuvest-11) Sejam x e y números reais positivos tais que x + y = 1/2. Sabendo- 
se que sen (y — x) = 1/3. o valor de tg у — tg x é igual a 
a) 3⁄2 b) 5/4 c) 1⁄2 d) 1/4 e) 1/8 


26) (Fuvest-12) O número real x, com 0 < x < , satisfaz a equação 
logs(1 — cos x) + log(1 + cos x) = - 2. 
Então, cos 2x + sen x vale 
а) 1/3 b)2/3 с) 7/9 d) 8/9 e) 10/9 
27) (Fuvest-15) Sabe-se que existem números reais A e xo, sendo A > 0, tais que 
Sen x + 2cos x = А cos (х- хо) 
para todo x real. O valor de A é igual a 
e) 245 


$9452. bj o45 da 
ordem, formam uma progressão 


28) (UEFS-11) Se os arcos а, B e y, ness: 
sena + sen [3 + sen 


Y 
cosa + соз [3 + созү 
E) tg(a +В +y) 


aritmética, então a expressão é equivalente a 


A)tga 
В) B 


29) (UFC-99) Expresse cos 3x em função de cos x. Use este resultado para mostrar 
que cos 20º não é um número racional. 


C)tgy 
D) tg (a + p) 


30) (Ciaba-07) A trigonometria e a astronomia Até o final do século XVI. o 
desenvolvimento da Astronomia esbarrava em cálculos longos e tediosos. Nessa 
época, os astrônomos passaram a usar as fórmulas de Prostaféreses, que 
transformam a multiplicação em adição ou subtração. A final, adicionar ou subtrair 
é geralmente mais rápido do que multiplicar, porém existem casos que nos provam 
o contrário. Portanto, qual o valor do produto sen 12º . cos 8°? 

O resultado encontrado foi: (dado: sen 20º = 0,342, sen 8º = 0,139, cos 12º = 
0,978) 

a) maior que sen 30º b) maior que sen 60º 

c) menor que a tg 30º d) maior que o cos 30º 

e) igual ao quociente do sen 30º pelo cos 60º 


31) (EsPCEx-93) O valor numérico da expressão у = sen 13z/12.cos 111/12 é 
igual a: 
a) 1/2 b) 1/4 c) 1/6 d) 1/8 

32) (EsPCEx-98) Se cos x . cos y + 0, então a soma tg x + tg y é equivalente ao 


produto: 

a) (sen x + sen y) (cos x. cos y) 
c) sen(x + y) (secx . secy) 

e) senx . seny . cos(x + y) 


b) (sen x + sen y) (secx . secy) 
d) secx * secy . sen(x * y) 


AH 


Canítulo 3. Transformações Trigonamétricas 
33) (EsPCEx-12) Os pontos P e Q representados no círculo trigonométrico abaixo 
correspondem às extremidades de dois arcos, ambos com origem em (1, 0), 
denominados respectivamente a e B, medidos no sentido positivo. O valor de 


tg(a+B) é 


Y 


R A ME 


1 
c 
i + Ñ 
e 
И 


LA 


92443 42-43 e) -1443 


34) (AFA-98) Seja P o produto dos fatores (sen nº + cos nº), onde n = 45, 46, 47, 
149, 150. Pode-se afirmar que | 
ajP-0 b)P-2" cIsP<8 d)8.P.2" 


35) (AFA-00) Os valores de meR, para os quais a equação 
V2 (sen x- cos x) ет -2 
admite soluções, são 


а)-1<т<1 b)-2<m<2 с)0<т</2 4)-/2 <т</2 


36) (Escola Naval-88) O valor de tg 207. tg 40º. tg 80º é: 


al b 2 сууз 42 әз 

37) (Escola Naval-91) Se sen x + cos x = 1/2 então sen 2x é igual a: 
-1-47 p E tha D 1+ 7 ХЕ 

Va 2 2 4 4 


беп х-зепу 
cosx—cosy 
a)3 b)1/6 с)0 d)-16 е)-3 


1 К, Ah 
38) (Escola Naval-94) Se etgx- y então tg y é igual a: 


39) (Escola Naval-97) Sabendo-se que tan x = a e tan у = b: pode-se reescrever 


Е 
| — 
sen2x+sen2y 
a COMO: 
sen2x —sen 2y 


(e) ol) (rayas) 
l+abJla+b l-abJla+b l+ab/\a-b 
кее) ке) 

I-ab Л a-b 1-аь Да-Ь 


40) (Escola Naval-04) 


ü 


A figura acima mostra uma circunferëncia de raio igual a | e centro no ponto O. Os 
pontos A, B e P pertencem à circunferëncia, o segmento OA é perpendicular ao 
segmento OB e os segmentos BDe AT são tangentes a essa circunferência. O 
valor da área do polígono BDTAOB em função do ângulo 0 é 
a)cos20 Б) ѕеп20  c)cossec20  d)sec20  e)tg20 


41) (Escola Naval-98) Sendo y - sen (Шығ) о valor numérico de у é: 


91,35 yA oi d)/342 


42) (Escola Naval-00) Sabendo que log 10 (cem 
I cosa 


> | é igual 
7 | é iguala 


(A)! (В) М0 (©)10 (D)IO (Е)10* 


} 4, podemos afirmar que tg 


43) (Escola Naval-01) Se a— b = E e ава = 345, o valor de (tg b) é igual a 


845 35 343 -843 
A 
(A) 9 (B) 125 (C) 125 (D) > 


i 


ин 


Capítulo 3. Transformações Trigonométricas 
44) (Escola Naval-14) O valor do produto cos 40º.cos 80º.cos 160° é 
Ж: É 228 


Es Ei Es d) ау 
9)-& 9% 9-1 D is "m 


45) (Escola Naval-16) Seja q = (cos 5*)(cos 20*)(cos 40°)(cos 85º) a razão de uma 
алі 1 PA 
progressão geométrica infinita com termo inicial ay = E: Sendo assim, é correta 


afirmar que a soma dos termos dessa progressão vale: 
1 2 3 4 7 

a b d) Е 

915, Diss 15 15 


46) (ITA-70) Seja P = sen? ах — sen? bx. Temos, então que: 
a) P = sen ax.cos bx d) Р = зеп (a + b)x,sen (a — b)x 


b)P- соѕ2 хле bx e) nenhuma é válida 
2 


СР 2sen( 242 )x.cos(2 z) 


" 
47) (ITA-74) | I-!£X | vale: 

l+tgx 
ay |-2.sen2x 1+ 2.5еп2х c) 1+5—12Х d) 1-sen2x e) nda 
"^ pesen2x 1-sen2x 1-sen2x 1+зеп2х 


48) (ITA-75) Sabendo-se que sen x == n > 0 e m > 0, podemos afirmar que 
m+n 
«(5-5) é igual а: 
92 gl gl a E e) nda 
m n m 


49) (ITA-87) Se cos! 4x — sen! 4x = a # 0, então cos 8x vale: 
a)2a b)a с) 4а d) zero е)а+4 


50) (ITA-87) O valor de x > 0 que satisfaz a equação 4x2 tg 1/12 é: 
x-443 y)x- 5-445 e)x=7-W3 


a) 


d)x=7-443 e)x=9-443 


Canítulo 3. Transtormacies Trigonométricas 
51) (ITA-87) Suponha х e y números reais, tais que: 
i x-y)=v3 
(go(tgy)=1 
Calcule o módulo do número S = gx + tgy 


52) (ІТА-89) Se tg (2A) = 5 então tg(n/4 + A) — tg(z/4 — A) é igual а: 
- ial а: 
а)-40/21 b)-2 с)5 d)8 tu TM 


53) (ITA-90) Sabendo-se que Ө é um ángulo tal que 2 sen(0 - 60º) = cos (0 + 60°), 
entáo tg 0 é um nümero da forma a ь/3 onde i 
a) a e b são reais negativos; b) a e b são inteiros; 

c) a+ d) a e b são pares; 

e)a + 


54) (ITA-92) Sabendo-se que x e y são ângulos do primeiro quadrante tais que cos 
e 


xX = 5/6 e cos y = 4/5, então sea =x—yeT= sen” о, temos que: 


a) а está no 4º quadrante e T = 2/3. 

b) a está no 1° quadrante e T = 2/3. 

с) a está no 1º quadrante e T = 2/3 11/10. 
d) a está no 4º quadrante e T = 2/3 — 1/11/10. 
e) n.d.a. 


55) (ITA-94) A expressão trigonométrica 


1 Atgx 
(cos? x — sen (tg 
Рага x € ]0, л/2[, x # 7/4, é igual a: 
a) sen 2x b)cos2x c)! d)O  e)sec2x 


56) (ІТА-96) Seja a e (0, 1/2], tal que sen x + cos x ^ m. 


B 
Então, o valor de y = — E será: 


ѕеп' о + соѕ' а 


y 20-0 2(m? +1) Xm? -1) 
m(4=m?) m(4+m*) mG-m!) 
Am? -1) a Um? +1) 
m(3+m°) п(3-т?) 


^ x o 
xz para o qual os nümeros sen Uu x, y. ze sen 75º, 


57) (ITA-03) O valor de y 


nesta ordem, formam uma progressão aritmética, é: 
455 
4 


à 2 
a) 3 b) 2“ c) 6° 4)2*е) 


2 
58) (ITA-10) O valor da som b “ЕЗ (5). para todo «eR, é igual a 
1 3 


1 a 1 Qu E. 

a) 1845) «coa b) ШЫ ЕСЕ 729 | 
a a 1 а EAN 

c) SEE d) СЕЗЕ 243 | 


а 
е) cos| --- |- cosa 
(5) 


dos opostos aos ángulos À tec 
do: 


59) (ITA-75) Num triángulo es 

medem respectivamente a, b, e 
a.sen (B-C)+ b.sen (C-A)+ 9 en(Ã -B) 

tem valor que satisfaz uma das seguintes alternati: 


aja.senÃ + b.senB+e.senÊ b) sen? À + sen? B + sen? с 
eo 41 
е) nda 


60) (ITA-73) Eliminando Ө nas equações 
x sen Ө + y cos 0 = 2a sen 20 
xcox0— уѕеп 0 =асоѕ20 , а> 0 
temos: ' 
а)(х + y)? -(x-y 
c) c y)? + x -y) 
e) n.d.a. 


b) Gcr y) + (ху) = (x +y) 
d) impossivel eliminar 0 


61) (IME-78) Dados os arcos A, B, C e D, todos do primeiro quadrante, e tais que 
tanA = 1/3, tanB = 1/5, tanC = 1/7 e tanD = 1/8, verificar se A + В + C + D=7/4. 


A _senB+sen C 
2) (IME-88) D: tre que, num triângulo ABC, ctg— = В 
62) (IME-88) Demonstre que, г ángulo ctg INTA 


capitula 3. Transformações Triganamétricas. 


3+cos 2) 72) (IME-60) Demonstrar a identidade: 
1-сов4х /” sen a + sen b + sen c —sen (a+b+c)=4.sen? а P sen DEE aptat 
necu Зл. Sr In. lx j 
64) (IME-90) Determine o valor de p = OPE YR 24 24. 73) (IME-76) Considere 


2 DAS 2 N Е 
Е «(m ma] (sen eM ) eso sm) = DE dm) ; 
N N NJ £A N 


Qn Ix 
en Nen são números inteiros, tais que 0 < n < N. Calcule E em função де N. 


: l 
65) (IME-91) Mostre que 5 + cos X + cos 2x +... + cos nx = —2— 


x 
2sen— 74) (IME-77) Prove que para todo arco x cada uma das relações abaixo é 


2 i un verdadeira: 


66) (IME-91) Sejam A, B, C os ângulos de um tri 
sen 2A + sen 2B + sen 2C = 4 sen A sen B sen C 


Н 2, 
ingulo. Mostre que: senx кая ж) +зч[х m ) 0 
3 


E S. cosx+cos[ x 25] Ecos] КОШЕ 
67) (IME-09) Sabe-se que y = cos x  cos| x 5 cos| x 3 


68) (IME-12) O valor de y = sen 70? cos 50º + sen 260º cos 280º 6: 


a) 3 "EZ yA ES PES E 


75) Prove que, se cos(a + B) = 0, então sente +28) = sena. 


š E ua pauco 
а2 525 cj23e* dy reis) gde EA Exa LA 


2 3 4 5 76) Prove que, se 3.sen B = sen (2a + D) , então tg (о + ||) = 2.tg a 
69) (IME-13) Assinale a alternativa que apresenta o mesmo valor da expressão l 3 
[4cos? (9°) — 3)][4cos? (27º) — 3]: 77) Prove que, se senB = sen(2A +B), então tg(A +В) = tgA . 
a) sen (9°) b)tg(9?) с) cos (9%) 4) sec (9%) е) cossec (9%) i E 
70) (IME) Sabendo que sen 2A, sen 2B e sen 2C estão em P.A., nessa ordem, 78) Prove que se: sen a = A.sen (a + Ü) , então te (a +B) = — RA 1 
demonstrar que tg(B + C), tg(C + A) e tg(A + B) também estão em P.A. nesta ior 


ordem. А 4 
79) Prove a identidade cosa + cos'(«. + В) - 2.cosa..cosp.cos(a + B) = беп. 
71) (IME-54) Dadas as três equações abaixo determinar Қа, b. c) = 0 t 
X y)cos(x-y)-a 3 я А 3sen? A +2sen? В =1 
sen + y). o фен 80) Sejam A e B ángulos agudos satisfazendo tir . Prove que 
cos(x + y)cos(x — y) = b 3sen2A – 25еп2В = 0 


соѕ2(х-у)=с cos (А + 2B) = 0. 


81) Mostre que: n 
cos” b + соз” (a + b) — 2.cosa.cos b.cos (a + b) = sen? a 


Capítulo 3. 
82) Prove que sen x = 4.sen (x/3).sen (60º + x/3).sen (60º — x/3). 


83) Prove que A + B + C = 0 implica em: 
sen А + sen В + sen C = — 4.sen (A/2).sen (B/2).sen (C/2) 


a.cosa +b.sena =c ( ) 2ab 
‚ prove que sen(a +B)=-—— e cot a + cot p = 
а.соѕ + b.senf =c P y Б а-ы B 


84) Dado | 


85) Mostre que: 
cos (x + y).sen (x — y) + cos (y + 2).ѕеп (y — z) + 
+ cos (z + w).sen (2 — w) + cos (w + x).sen (w — x) = 0 


86) Mostre que: 
sen (x + y).sen (х — y).sen (z + w).sen (z — w) + 
+ sen (z + y).sen (z — y).sen (w + x).sen (w — x) + 
+ sen (w + y).sen (w — y).sen (x + z).sen (x — 2) =0 


87) Mostre que: 
cos(y+z-x)+cos(ztx-y) + cos (x + y — z) + cos (x + y + z) = 
= 4.с05 X.COS y.cos Z 


эп 
88) Mostre que cos a.cos 2a.cos 4а... cos 2" la = сиса. 
2" sena 


cos25º+v3.sen25º 


89) Calcule o valor da seguinte expressão 
sen10?-- cos 10* 


90) Se x+y=5 prove que ЕЗЕСЗЕ 


91) Se tg? x = 1 + 2.tg? y prove que cos 2y = 1 + 2.cos 2x. 


92) Se tg 2x = k.cossec 2y — cotg 2y, então demonstre que tg(2x—y)= ipee 
* 


93) Se (1 + К.соѕ x(1 — К.соѕ y) = 1 — К, com k + 0, demonstre que: 
ot? X 2y 
I-k)tg^ — = (1+ k)tg? — 
(-k)tg 2 HUE 2 


94) Sabe-se que x, y e z são ângulos de um triângulo e que cotg(x + y) + cotg(x + z) 
* cotg(y * z) 7-45. Determinar o valor de tg x.cotg y + tg y.cotg z + tg z.cotg x. 


sen2x.sen2y 


95) Sete? x — tg? y — tg x.tg y, calcule o valor de — ———————. 
sen(x 4 y).sen(x — y) 


cosx senx tg2x+cotg 2x 
96) Se = , calcule o valor de SRD, 
3 7 Sec2x +cossec 2x 


97) Demonstre as seguintes identidades: 


EI 

a) sen? x «cos! x = —e—cos 4x. 
4 4 

b) sen x + cosf х5 +3 cos4x 
8 8 


sen? 2x 
c) | - 


cos3x +sen3x 


dy ——-=1+2.sen2x 
cosx—senx 
sen3x соѕ3х 
e) —— + — — z2.cotg2x 
cosx  senx 
їр 16x 
f) (1 + sec 2х)(1 + sec АХХІ + sec 8x)(1 + sec 16x) = + - 
gx 


tg3x tg9x tg27x tg3"x 2" cosx 
2) -1 -1 Ap. LE]. 57 
tgx tg3x tg9x өз ех cos3" x 


h) 64.cos" x — 112.cos x + 60.cos! x — 10.cos x = 2.cos 2x.cos 5x 
i) 3.cos? 2x — sen? 2x = 4.sen (60° + x).sen (60º — 2x) 
1) 3ле? 2x.tg бх +3.tg 2x — tg? 2x = tg 6x 
k) cossec 2x + cotg 4x = cotg x — cossec 4x 
I) 4(cos 2x + cos 6x)(cos 6x + cos 8x) = 1 + sen 15x.cossec x 
m) cotg? x + tg? x = 8.cossec? 2x — 6.cossec 2x 
) ЖЕТЕУ x 
4 

0)3.tg x — 2.cotg x = cossec 2x — 5.cotg 2x 

cos 2x — соѕ2у.с052( y-3x) 

cos(2y - 4x) + 2.cos2x. 


n) sen? (60° + x) + sen(60* — х 


-sen'(y-x) 


cos x 
5) 2.cos x.cos y.cos (x + y) = cos? х + cos? y —sen! (x+y) 


98) Prove que: 


x 1+t 
a) se 185 =L. então Баео 


4t 


b) se cotg x — tg x = t, então tg4x = 


4 
C) se sec 2x = 2 + sec x, então cos 2x + cos 3x = 0 

d) cossec 2x + cotg 4x = cotg x — cossec 4x 

e) 4(cos 2x + cos 6x)(cos бх + cos 8х) = 1 + sen 15х.соѕѕес x 
f cotg x +102 х= 8, cossec 2x- 6. cossec 2x 

g sen” x.sen 3x + cos? x.cos 3x = cos! 2x 

h) 3.tg x — 2.cotg x = cossec 2x — 6.cotg 2x 


z então ЖОКЕ 


j) se tg x = 1 + 2.tg? y, então cos 2y =1 +2.cos 2x 


i)se x+y 


К) se tg 20 = p.cossec 20 — cotg 2a, então 10(20-а) = mL 
H+ 


D se (1 + сох al — k.cos B) = 1 — k? (k +0), então (1-k)tg?Ž=(1+k)tg 


m) cos? a. — cos? (a + B) = sen? В + 2.sen asen В.соѕ (0 + B) 
3 


c sen'x 
n) se — 
cosy seny 


=l então sen 2x + 2.sen (x + y) = 0 


99) Prove que: 

a) 4.cos 24°.cos 36°.cos 84° = sen 18° 

b) tg 9° — tg 27°— tg 63° + tg 81°=4 

c) cos 12° + cos 60° + cos 84° = cos 24º + cos 48º 
d) sen 40°.sen 50° = sen 30°.sen 80° 

e) tg 20°.tg 40º = tg 10°.tg 60° 

f) cos? 14°— cos 7°.cos 21° = sen? 7° 

g) sen 47° + sen 61? — sen 11? — sen 25° = cos 7º 


2x 4n 8л р Ix, d 3n 1 


100) Prove que cos x .COS—.COS——.COS 
65 65 


t2 [o 


Es 
E 


3 
PAS prove que sen 2x + 2.sen (x + y) = 0. 


cosy um Y 


101) Se 99x, 


102) Demonstre que 7.cos 8º.sec 36º.sec 46º + tg 28*(24.1g 46? — tg 36°) = 25 


103) Se cos x= 0,125, determine o valor de ¿] 


104) Demonstre que: 
a) sen (x — y).sen (X + y) = (sen x + sen y).(sen х= sen y) 
sen x +cosx 


x x т 
— ерх 
o Sete (st) 


шағ) sen?a-sen”b 
c) tg(a =— E 
des sena.cosa — зеп b.cosb 
I-cosx+senx x Tx 
— =i 
I+cosx-senx 2 4 


105) Prove que: 
a) tg x t tg 2x — tg 3) 
b) sen! x — sen 


106) Prove que: 
a s 20º —sen 50° 
4 sen 40% 
бл 2л 9л 7л | 1 
— = — + cos— |== 
b) (cos SE + cosa == 17)" 4 


107) Prove as identidades: 
ap yra 
a) sena +senß + seny —sen(a + B y) = — eni + |sen No 
n 


a+ 
b) cosa +cosB+cos y + cos(a +B + y) = | 


108) Ргоуе дие: 


1 
+ 
sen(a — b).sen(a —c) 
1 
ео Зеб» чә 
2 2 


2 


1 
sen(b—a).sen(b —c) á 


sen(c - a).sen(c — b) ji 


109) Prove que: 
sena 
sen(a —b).sen(a —c) 


+ senb " 
sen(b-a)sen(b-c) sen(c-a)sen(c-b) | 


senc 


110) Prove que, seA+B+C= T: 

a) sen? A.cos (B — C) * sen? B.cos (C — A) * ser? C.cos (A-B)= 
=3.sen A.sen B.sen C 

b) sen” A.sen (B — C) + sen? B.sen (C — A) + sen? C.sen (A — B) =0 


111) Sejam 0 < о, B < л e cos а + cos f — cos (a + В) = 


“bo 
2 


Mostre que 


ышы 


зеп 


112) Sejam cos A + cos B = a e sen A + sen B = b. Mostre que cos (A + B) = 
а-ы 2ab 

esen (A + В) = k 
аа ( ут al +b 


113) Sejam a e B duas diferentes soluções da equação a.cos x + b.sen x = c. Prove 


29-8 с” 
que cos? ===. 
2 а-ы 
в sen(0-a) а cos(0-a) c ac+bd 
114) Sejam —— = —-.Pi e EAT Ea ia 
sen(0=8) 167° соев) d Nye ue соба-фу- o. 
115) Sejam cos a = cos .сов ф = cos y.cos 0 e sena = 2.sen send. Prove que : 
2900: 27 o 
tg —=tg +—.tg —. 
g 2 g 2 g 2 
mui O+a 2B 
116) Seja cos 0 = cos a.cos В. Mostre que tg— tg =tg >. 
2 2 


Capitulo 3. Transformações Tigonométicas 


2 
117) Mostre que, se совх _ cos(x+0) _ cos(x + 20) _ cos(x +30) 
a b c 
are b+d 
b g 
118) Sejam cos? 0 = 959. SIME UD 480. . Prove que: 
cosp cosB tgo tgy 
аттар 
s 2:5 E 


119) Elimine 0 das equações abaixo, obtendo uma relação entre m e о: 
cos(a.— 30) = m.cos' 0 


sen(c.—30) = m.sen' 0 


120) Prove que se cos (0 — a)=ae зеп (0— Е b, então; 
a — 2ab.sen (a — B) + b? = cos? (а = (0). 


121) Se tg a, tg B e tg y são dois a dois distintos e tais que tp 34 = tp 3p = 


prove que (tg a + tg B + tg yXcotg o + cotg B + сор y) = 9. 


122) Se a, f) e y são três valores distintos de x que satisfazem 
tg (x— a) + tg (X — b) + tg (x — c) = 0, 
prove que 
tg (а +В +у) 9 tg (a +b +c). 


123) Demonstre que se x + y +z=n, entà 
a) sen? x + sen? у = sen? sen x.sen y.sen z 
b) cos? x + cos? y+ cos! z= 1 —2cos x.cos y.cos z 

3x 3 2 
с) зеп 3х + зеп Зу + зеп 3z асо оз сон Ут 


x z 3x 3 3z 
d) sen? x +sen? y +sen'z= 3.cos E, cos cos 2 cosX. cos 2. cog 
2 2 2 2 2 2 
€) 1 + cos 2х + cos 2y + cos 2z = — 4.cos x.cos y.cos Z 
3x 3 3z 
= —4.c05 cos cos 
2 2 2 


f) sen3x + sen3y +sen3z 
I-cosx+cosy +cosz x z 
R — — =s ss 
I+cosx+cosy —COSZ 2 2 


x y z 
h) cos—+ cos——cos— = 
2 2 2 


então 


tg 3y, 


4 і Capitulo 3. Transformações Triyanamátricas 
i) sen 2x.sen” x + sen 2y.sen” y + sen 2z.sen z= 
= sen 2x + sen 2y + sen 2z + 2.sen x.sen y.sen z 
j) sen! x + sen' y + sen’ z= 
= 2(5еп? x.sen? y + sen? x.sei 
К) cotg x + cotg y + cotg z 


z + sen? у.ѕеп? z) — 4.5еп? x.sen? y.sen? z 
cotg x.cotg y.cotg Z + cossec x.cossec y.cossex z 


124) Demonstre que se x + y + z + w = 2л, então: 


+y Х+2 X+w 
a) sen x + sen y + sen z + sen w = 4sen 5 зеп Esen e 


b) cos 2x + cos 2y + cos 22 + cos 2w = 4.cos (x + y).cos (x + Z).cos (x + w) 
©). igxtgy-tgztgw — tg(x--z) 
tgx.tgz-tigy.tgw — tg(x-- y) 


125) Em um triângulo ABC sabe-se que cot (A + В) + cot (B + C) + cot (C + A)- 
-У3. Determine o valor de tg A.tg B + tg A.tg C + tg B.tg C. 


126) Se sec x — cossec x = a demonstre que a?.cos 4x — 8.sen 2x = a^ — 8. 


127) Demonstre que 
соц? 85º  cotg? 5° + tg? 40º + tg! 50° — 4.tg 80° — 44102 10° = 4 


128) Dado que @-юш? = 
(1 +К.соз х)(1—К.соз y) +k = 1. 


(1+k)tg2 z . demonstre que 


129) Calcule o valor de sen L..cos' E — sen? Ecos E. 
24 24 24554 


130) Se cos2x = -1 9 х 
169 2 


(=< x< z) calcule o valor de zx 3)+4000(3). 


tgx 


шу 
2 3 
sec? x + sec! y + sec? z. 


131) Sabe-se que x+y +2 = ле 


= Calcule o valor de 


132) Sabe-se que tg x.tg 2x + tg 2x. tg 3x +... ^ tg 5x.tg 6x = 14. Calcule o valor de 
tgóx 
їрх ` 


: 


13. 


3) Elimine x das expressões seguintes, obtendo uma relação entre as constantes 


envolvidas nas identidades. 


a) 


b) 


с) 


d) 


e) 


8) 


h) 


a.senx = b.sen 2x 
с.совх = d.cos2x 
senx +sen2x =a 


cosx +соз2х =b 
m.cosx +n.sen x =a.sen 2x 
—m.senx + n.cosx = 2а.с052х 


a+b.cosx+c.cos2x = 0 

2a.cos x + b.cos2x + c.cos3x = 0 
tgx+colg2x=c 

cotg x+cotg2x=d 

a.cos” x - b.sen x =c 

(b-c)tg! x«(c-a)cotg^ x = d 
[a.sen x = b.sen2x 

c.cosx = d.cos2x 
senx+sen2x=a 

=b 


cosx+cos2x 


: ass +2.cosx=a 


2.senx+3.cosx=b 
a+b.cosx+c.cos2x = 0 
2a.cosx +b.cos 2x + c.cos3x = 0 


134) Elimine o e B nas expressões seguintes obtendo uma relação entre x, y e z: 


sena + senf = x 
cosa + cosp =b 


a B 
ачай 


135) Elimine А е В nas expressões seguintes obtendo uma relação entre а, b, се d: 


a.sen B = b.sen A 
c=a.cosB+b.cosA 
d=cos(A +B) 


136) Elimine о, B e Ө nas expressões seguintes obtendo uma relação entre a, b, c e 
d: 


cosa + соѕВ + соѕд =а 
sena + sen 3 + ѕепӨ = b 
соѕ 20 +с0528 + cos20 = c 


sen 20: + ѕеп 2} + зеп 20 = 


137) Ѕе сыш: =p obtenha o valor de БОЯ, 
cos3x tgx 
138) Calcule o valor de Agox—tg3y. sabendo que 
tg3x.tg3y 


tg x+ tg? y 73.) xtg? y +846 xtgy +3 
2 2 
139) Sabendo-se que tgx.tg y -42 —1 calcule o valor de Leg (x+y)tg (к-у) 
t gx tey) 
Br, E 
tgy tgx 


140) Determine os valores de A e B de modo que seja verificada a identidade: 


sen10° 
6 


Т +cos20º 
6 


= A.tg20°+B. 


141) Prove que: 


UA 
а)ѕепӨ + sen(0 + D) + sen(0 + 28) +... + sen(0 +(n— DB) = 2 2 


sen? 
2 
[өз E np 
һ)созӨ + соѕ(0 +8) + cos(9+28) +... + cos(0-- (n -)p) = 2 ; 2 
sint 
2 


Ai 


cos (n. sin 
с) cos0 +cos20 +cos30 +... + cos n = ——— — — —— 
sin 


senum * Dosen Y 
d) sen Ө + sen 20 + sen 30 +... + sen n= 2. 
sen— 


2 
bus 
е) sen Ө + зеп 30 -- sen 50 +...+sen(2n – 1)0 золата) 
епо 
f) соѕ0 + cos30 + соѕ50 +... + соѕ(2п –1)0 ала 
2sin0 
n 27 3n (п-І)л m 
в) зеп — + зеп — + зеп — +... + sen ———— = colg — 
п п п 2n 
h) cos cos ZE pos СЕ =0 
n n n n 
.. sena + sen Зо. + sen 50 +... +sen(2n = l)a 
i = tg na 


cosa + cos3a + cos 5a +... + cos(2n = l)a 


E Tr 
*cos 4 cos itt 


ë т 
j) сов: +cos: 
2n+1 2n+1 2n+1 2n+ 
2n 4n бл 8л 
К) соѕ +cos +cos +cos + ao CO: 
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 


45 cossecl° 


1) sen? 0,5º+sen? 1,5°+sen? 2,5°+...+ sen? 44,5º= > 7 


1-а.соз0 


m) 1-а.совб--а!.сов20-...------ 
1-2а.соз0 ға” 


1 1 


_ cotO-cot(n + 1)0 


+ ж.а = 
sinO.sin20  sin20.sin30 sinn0.sin(n +10 sin0 
1 1 1 tan(n + 10 = tan O 
о) + ek = - 
cos0.cos20  cos20.cos30 cosn0.cos(n + 1)0 ИП 
1 " 1 h 1 _ tan(n  1)0— tan O 
соѕ0 +с0530 соѕ0 +соѕ50  cosO+cos(2n+1)0 2sin0 


2 2 2% 2 n  sen(nx).cos[(n +1)x 
q) sen” x + sen 2х +sen 3x +... +sen” nx 2 ебх сои а 


2 2.5епх 
2 2 2 2 sen 2nx.cos(2n + 1)x 
г) cos? x + cos? 2x +cos 3x & ..-- cos  2nx =n +—— 
2.senx 


142) Demonstre que: 
a) cos x + cos (120? - x) + cos (120º + x) - 0 


b) sen x + sen (120? - х) + sen (120º + x) = 0 


с) cos? x + cos? (120º - x) + cos? (120º + x) = 


d) sen? x + sen? (120º - x) + sen? (120º + x) = 


көлә [oo to |o 


е) cos? x + cos? (120? - x) + cos? (120º + х) =2cos3x 
4 


D sen? x + sen? (120º - x) + sen? (120º + x) =—sen3x 


colo oo |o 
ы 


g) cos! x + cos! (120º - x) + cos! (120º + х) 
h) sen! x + sent (120° - x) + sen! (120° + х) = 


i) cos? х + cos (120º - х) + cos” (120º + х) = 


j) созе x + cos! (120° + х) + cos? (120° x) = 


К) cos” x + соз” (120° - х) + cos” (120º + x) SC M 
64 


1 1 


Жаса 
sen ѕеп4х ѕеп2" х 
natural п е todo real x. (com sen 2"x não nulo). 


143) Prove que 


=cotx—cot2"x para todo número 


144) Dado que (1 tg 1°)(1 + tg 29)...(1 + tg 45º) = 2", determine n. 
2 


Dica: Prove que 1+ tg(k) = 


145) Prove que a média dos números da forma n.sen nº (n 
igual a cot 1°. 


43-645 - 


146) Demonstre que sen 6º = 6+2у5 
E 3 


147) Prove que 2sen 2º + 4sen 4º + беп 6? +... + 180sen 180° = 90tg 89º. 


Da Capitulo Hauacáes Triganamétricas | 


Equacóes Trigonométricas 


4.1. DEFINIÇÃO 
Considere que f(x) é uma função que envolve apenas constantes reais e 


operações com funções trigonométricas (sen, cos, tg, cotg, sec, cossec). Resolver 
uma equação trigonométrica f(x) = 0 significa determinar todos os valores de r tais 
que Қт) = 0. Estes valores r formam um conjunto denominado conjunto solução da 
equação f(x) = 0. Note que, para pertencer ao conjunto solução da equação f(x) = 0, 
todos os valores r devem pertencer ao domínio da função f(x). 


originalmente por 


De maneira geral, as equações trigonométricas são dada 
após a devida 


expressões envolvendo várias funções trigonométricas que. 
manipulação algébrica, se reduzem a resolver uma das equações fundamentais 


abaixo: 


sen a = sen B 
cos a = cos B 
tgo tgp 


Assim, é importante estudar com detalhes o conjunto solução destas equações 
trigonométricas fundamentais. 


4.2. sen a = sen f 
y? De modo que sen a = sen f), as imagens dos 


arcos а e | sobre o ciclo trigonométrico, 
respectivamente os pontos P e Q , devem possuir a 
mesma ordenada: yp = yo 
Isto ocorre em duas possibilidades: 
i) a e f) são cóngruos: 
a=ßB+2kr,k € Z 


ii) a e x — | são cóngruos: 
«-n-pt2knke7Z 


Logo, conclui-se que: 


а= p 2kn 
sena —-senp <> ou 
a=1-P+2kr 


4.3. cosa = cos B 


De modo que cos a = cos B. as imagens dos 
arcos œ e f sobre o ciclo trigonométrico, 


respectivamente os pontos P e Q , devem possuir a 
mesma abscissa: хр = хо 


Isto ocorre em duas possibilidades: 
i) a e B são côngruos: 
a=P+2km, keZ 


ii) a e 2x — B são cóngruos: 
a=2n-B+2knr,keZ 


Logo, conclui-se que: 


а= В +267 
cosa=cosp <> ou 
a=2m-B+2kr 
Observação: É muito comum utilizar no lugar de 2л — B o arco côngruo — f: 
а= p 2kx 
cosa —cosf <> ou <> a=tB+2kr 
a=-B+2kr 
44.tga=tg 
y^ 


t De modo que tg а = tg B, as imagens dos 
arcos а e В sobre o ciclo trigonométrico, 


respectivamente os pontos P e Q, devem estar 
alinhadas com o centro O do ciclo. 


Isto ocorre em duas possibilidades: 
i) a e B são côngruos: 
a=p+2kr,keZ 


ii) a e x + são côngruos: 
a=n+B+2kr,keZ 


Logo, conclui-se que: 


a=P+2kr 
tga=tgB © ou 
a=n+B+2kmr 


Capítulo 4. 
4.5. SISTEMA DE EQUAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
Sejam хі, x». x, Variáveis reais e Р(х, Xo, ..., ха) = 0, (xi, Хз, )=0, 
me Ll Xi, х, 4) = 0 equações envolvendo apenas funções trigonométricas. Estas 
equações formam um sistema de equações trigonométricas. Se uma n-ênupla 
ordenada (гі, r>, ..., га) satisfaz todas as equações, isto é, f) (ri, T2, ..., Tn) = 0, (г, г, 
мә Ta) = O, ..., f (ri, го, ..., Ta) = 0, então afirma-se que (rj, г», га) é solução do 
sistema de equações. O conjunto solução do sistema de equações é o conjunto que 
reúne todas as n-ênuplas ordenadas que são solução simultânea de todas as 
equações dos sistema. 

Se D, é domínio de fj, D; o domínio de fj, .... Dm o domínio de fm, é 
necessário verificar se (ті, , Fa), que foi encontrada a partir da manipulação 
algébrica das equações, pertence a D = DADA. AD. Caso (ті, г. 
pertença a D, então (гі, r>, ..., г) não é pertence ao conjunto solução do 
equação. 


Trigonométricas 


3 

sen х + sen y == 

Por exemplo, considere o sistema trigonométrico * 
созх + COS y 


т т 29 Я 1 
(z+ 2kr, 25 жа), keZ., é um elemento do conjunto solução do sistema. 


4.6. SOLUÇÕES DENTRO DE UM INTERVALO 
Até este momento, as soluções de uma equação ou sistema de equações 
trigonométricas foram estudadas englobando todos os arcos côngruos, Por exemplo, 


: т k >” p. ¿ 
encontrou-se soluçóes do tipo x > ke Z. Entretanto, é bastante comum 


determinar as soluções que pertençam a um determinado intervalo real, sobretudo o 
intervalo |0, 2л]. Para determinar quais soluções pertencem a um determinado 
intervalo, é necessário substituir valores inteiros de k de modo a encontrar a menor 
e a maior solução que pertençam ao intervalo designado. Por exemplo, as soluções 


do tipo kem т ue pertencem ao intervalo А = [0, 2x] são determinadas 
р 3*5 que p 


fazendo k assumir os menores números naturais: 


5 
ik-0 > x=; i)k-1 > x=; i)k=2 > x=; 
3 6 3 
iv)k=3 > х=”; vk=4 => х= >2m 


Deste modo, as soluções do tipo x 2.9, keZ, no intervalo [0, 2л] são 


п Sn 4л 


ЗС" 3767” 


4.7. FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS COMO RAÍZES DE POLINÔMIOS 
As funções trigonométricas das soluções de determinadas equações 
trigonométricas podem ser interpretadas como raízes de polinômios. Estas 
equações, de maneira geral, envolvem arcos múltiplos de uma mesma variável, 
como sen 50, tg 90, ... Por exemplo, considere a equação cos 50 = 1. Resolvendo 
essa equação obtém 50-2Кл, que implica o2, keZ. Restringindo as 


soluções ao intervalo [0, 2r[, conclui-se que as soluções da equação cos 50 = 1 são 
2n 4n ón 8л 

Ma TE E 

$ Pripis 


Desenvolvendo, a partir das fórmulas de adição de arcos, cos 50 encontra-se: 
cos 50 = 16со5" 0 — 20cos” Ө + 5cos Ө 


Como cos 50 = І, então 16со8 0 - 20cos 0 + 5cos 0 — 1 = 0, onde pode-se 


E 2 4 6 A š 
afirmar que cos 0 (= 1), cos tes cos l cos A ecos de sáo raízes da equagáo 


16x! - 20x? + 5x —1— 0. 


Esta conclusão permite calcular o valor de operações com essas raízes. Pelas 
Relações de Girard, segue que a soma destas raízes vale 0: 


2n 4n бл 8л 2n 4n бт 8л 
14 COS + COS + COS +cos— = 0 = COST +cos— +cos— + cos— = 
3 y 5 5 5 5 


Também pelas Relações de Girard, o produto das raizes vale: 


2n An бл 81  -1 


Мута .соз——.соз—— == 


ў Capitulo 4, En 
Exercícios Resolvidos 


1) Resolva as seguintes equações trigonométricas: 


a) senx b) cosx с) tgx= EM 


Solução: 


Dit ou seja, senx — sed = 
a) Sabe-se que sena =-=, sja, a 4 


2 


x oka ou хел- E oke 2k 
6 6 6 
7 x Үр 
Assim, о conjunto solução é S = Іш +2kr, -z + axr}, keZ 
л 
b) Sabe-se que cost -2 , OU Seja, Cos x = cos = 
7л 
xe E +2km ou х=2л-+2Юл =—-+2Кл 
4 4 4 
7n r 
Assim, o conjunto solução é 5 = E * 2k, v +2Кл . keZ 
2x 4 2t — 
c) Sabe-se que es =-v3. ou seja, tg x = es > 
x=2 aka ou xo na 2 ame 32km 
3 3 3 


2л 5л 45; 
Assim, о conjunto solução é S= Ez, 2kx, Е ' te]. keZ 


2) Resolva as seguintes equações trigonométricas: 

a) соѕх+ 3 ѕепх =1; b) sen 5x + sen x = 2.sen 3x; 
3 б HR UE 

e) sent x ecos* x ==: d) sen" x + cos хате: 

Solução: 

a) 1º solução 


x 1 
Dividindo a equação por 2: Pid * 
т т күтә 
sen ®созх +cos=sen x =sen> = ШЕ DE > 
6 6 6 6 


2n 
ыз. қой ТЕЗ. (17 |= x=2kr ou x=5+2kr 
6 6 6 6 


Conjunto solução: $ = 4 2kr, EE rata). keZ 


2" solugdo | 
cosx+V3senx=1 => v3/I-cos'x=I-cosx > 
(V3 1 сов? х)> =(1-cosx)" => 3-3cosx-1-2cosx-cos!x > 
4cos'x-2cosx-2-0 = 2cosx-cosx-1-0 > 
1 


5 oucosx=1 


(2cosx + l(cosx-1) 20 => cosx= = 


1) cosx 


> cosx = cos 2E = ae akn 


ii) cosx = 1 
Como a equação foi elevada ao quadrado, é necessário testar todas as raízes na 


= x=2kx 


2 
equação original. Perceba que as raízes do tipo x = ea nào satisfazem a 


equação original, uma vez que cosf- x. 3 sen(-2 3 т) ш--% s|- 2 3-4 


Assim, o conjunto solução é S = (ta, E * akal. keZ 


3" solução 
Como cos x = 0 não é solução da equação, pode-se dividir os dois membros da 


cosx+v3senx 1 


equação original por cos x: > 1 +Btgx =secx = 


совх cosx 
1+ V3tgexs/l+tg x > (1+3 ах) (вх) > 
1423 tgex+3tg x=l+tg x > tg'x+3tgx=0 => tex(tex+3)=0 
Dtgx=0 > x=kx; 


T. 2n 2n 5л 
ii) tgx=-⁄3 > a КАНЕ rede Oye 
Mais uma vez deve-se testar as raízes, onde verifica-se que as raízes do tipo kz, 


5 dh 
com k impar e EX +2kr nào satisfazem a equação original. 


2 
Assim, o conjunto solução é S = fs. T. за), keZ 


b) Aplicando uma das transformações de soma em produto: 


De IX 5X—X 
sen cos 


sen 5x + sen x = 2.sen 3x -2sen3x =0 


2 2 
sen 3x.cos 2х — sen3x=0 => sen 3x(cos 2x — D=0 


kx 
i)sen3x=0 > 3х-Кл => EE 
ii)cos2x=1 > 2x-2kn > x-kn 


kr 
Note que todos os arcos da forma Кл podem ser escritos na forma тб bastando 


Н $ К] АГ, 
fazer k múltiplo de 3. Logo, o conjunto solução da equação é S = co keZ. 


sen? 2x 


2 2 y AOS e 
e) Note que: sent x + cos! x = (sen? x + cos” x) — 2.sen” x,cos x= 1— 


sen'2x _ 


2 1 
sen? 2x == => 
= sen 2 


k Р 
Conjunto solução: S = Ë A keZ. 


d) Usando a a a+b’ = (a + ba? + ы = ab) segue que: 
se os 


1 B 
= sen 2x== > 
4 


x Кл 


> 2х- із Ziki = x= + 


Conjunto solução: $ = (ez. keZ. 


3) (Ciaba-07) Se sen 2x = sen x e 0 < x < n, então x é: 
а) z/6 b) 1/4 с) 1/3 d) 1/2 e) 21/3 

Solução: Alternativa C 

Desenvolvendo a expressão obtém-se: 

sen2x-senx=0 = 2senxcosx-senx=0 => senx(2cosx— 1) = 0 
Assim, existem duas opções: 

i)senx=0 = х = kr, onde nenhum arco pertence ao intervalo 0 < x < 7 
Å 1 
ii) cosx=— 


25 


T n 
> x=-E, 2kr, onde apenas х == pertence ao intervalo 0 < x < 7 
З 3 


4) (ITA-06) O conjunto solução de (tg'x— Da — cotg^: x)=4,x = кл/2, keZ é 


a) (1/3 + Кл/4, k € Z} 
c) (1/6 +kr/4, k e Z} 
е) (1/12 +kr/4, k e Z) 
Solução: Alternativa D 


b) (1/4 + kn /4,k € Z} 
d) (1/8 + kr /4,k e Z} 


I* solucüo 
ES = 
cos? 2x = sen? 2x = cos? 2x = | — cos! 2x = 
co die SB жел -л ez. 
2 4 2 8 4 


2" solução 


2! 
Sabe-se que tg2x = i igx . Logo: (tg?x -- 
-igx 


хе 
(gx - 1 tg = (tg x) E (45) 21 
boit aak КЕ > x= ke Z. 
4 2 8 


5) (ITA-08) A soma de todas as soluções distintas da equação 
cos 3x + 2 cos бх + cos 9x = 0, 
que estão no intervalo 0 < x < 7/2, é igual a: 


23 
a)2m b) Iri c) ‚п 4) ir е) т 


Solução: Alternativa E 
Utilizando uma das transformações da soma em produto: 


cos Зх + 2с05 бх +cos9x=0 => 2cos БЕЗЕ — 


2соз бх (cos 3x +1) = 0 assim, para 0< x < 1/2, temos: 


i)cos6x=0 => бх= Zika = Logo: кч BRIDE 
2 12 12 
li)cos3x+1=0 = cos3x=-1 > 3х=л+Клт > AUS LER 


3 3 
No intervalo 0 < х < 7/2 tem-se apenas a solução x =5 


Dons E 3E эл т Dm 


127902112 


Capítulo 4. 


4n T 
6) (ITA-10) Se os números reais a e В, com a + p = Tub <o € p, maximizam a 


soma sen « + sen f). então a é igual a. 
т\з 2n Зл 5л Tr 
d е) 
is re РР 
Solução: Alternativa B 


«-p о-һ 
sena sep =25en[ 430), 45 Р эма? 3 сө 28) бек z! ) 
Uma vez que o valor máximo de um cosseno é 1, tem-se que: 

(52) > i 
2 


Como 0 <a < Bea + p = 47/3, a única possibilidade é k = 0 


Оқ > a-p-4knkeZ 


ә а=} = 21/3 


2 К x 
7) (ITA-10) Considere a equação (3 — 2cos?x) (1 + tg” X = бір EM 0 


a) Determine todas as soluções x no intervalo [0,11] 
b) Para as soluções encontradas em a), determine cotg x 


Solução: 
[3- X(1 - sen?x)] 7 = 2зеп?х +1 беп 5 Acos = 
x 2 
cos) = n 
2 y 2 
> 4 зы 
25еп?х + 1 = Зѕеп х => 2senx—-3senx (1-0 => senx Lr = 
1 
senx = 1 ou senx=— 


5 n x 
i senx=1 > x= E дкп = nointervalo [0, л[ existe apenas a raiz x =3 
2 


5n 4 i 
ü.senx=l > х- kr ou x= kz = по intervalo [0, л[ existem 
2 6 6 


21% 


4 x 
apenas as raízes x = 5 oux= 


b)i) x=5 = cotg x = 0; 


8) (ITA-12) Determine os valores reais de x de modo que sen(2x)— 
máximo. 
Solução: 


25 Triganoméiricas 
3 cos(2x) seja 


45 


sen(2x) -V3 cos(2x) E LL . 


T x т 
= 2 [sees -sen cost) = 2sen(2x—E 
3 3 3 
Tal expressão assume valor máximo se, e somente se: 
л n n e 5x 
sa 2-3) lo TO *2knkeZe x= ол kr, k e Z, sendo Z o 


conjunto dos números inteiros. 


9) (ITA-13) Seja a um número real e n o número de todas as soluções reais e 
distintas x е [0, 2л] da equação cos"x — sen x + 4senºx = а. Das afirmações: 
1. Sea = 0, então n = 0: 


1 
Il. Sea = —, então n = 8; 
bas 


Ш. Se a = 1, então n = 7; 
IV. Sea = 3, então n = 2. 
é(são) verdadeira(s) 
A()apenas I. 

D ( ) apenas II e IV. 
Solução: Alternativa E 


B ( ) apenas ІП. 
E ( ) todas. 


C ( ) apenas I e III. 


—(1—sen?x)! = 1 - 4 sen 2х +6 sen x - 4 sen ^x + ѕеп 5х > 
6sen'x —4sen' x + 1 -a=0 
1. 6sen"x—4sen?x £ 1-0. > 6y-4y+1=0 > A<0> nãoexistex € 
R. Item verdadeiro 
a 


П. 12sen "x —8sen'x* 170 > ѕепх e E 


xi = 8 soluções. 


Item verdadeiro 
П. 6sen*x—4sen?x=0 = senx=0 onde existem 3 soluções (0, л, 2x) ou sen 


x= 42 com 4 soluções. Item verdadeiro 


IV.6sen'x-4sen'x-2-20 > ѕепх=+1 52 soluções (1/2 e 31/2) ой sen” 


x = — 1/3 (não convém) 


Item verdadeiro 


Capitula 4. Irigonométricas 


T T| " 
10) (ITA-13) Encontre os pares (a, f) е ¡ENE que satisfazem 


simultaneamente as equações 3 
(tg a + cotg A) cos а sen // - 2cos (о-/)--1 e 


V3sen (a + 3) + cos (a + f) = Уз 


Solução: i 
1) sen asen f) + cos a.cos B = 2cos (a - B) - 1 => cos (a - В) = cos Ha - В) = 


a-B=+2(0.-B) 5 


Denam Lissa" "RE = costarp- 1) > 
2 2 2 3 
x n 
Mop C 
miens 
а-р-%Ха-|) 
3) д/п 
art 


Logo: S= | wales ) 


11) (ITA-05) Obtenha todos os pares (x, y). com x, y € [0, 2л], tais que 
sen (x + y) + sen (x — y) = 2 
Sen x + cosy = 1 

Solução: 


1 

a cad 25епхсоѕу= = 

Usando a fórmula da soma de senos, tem-se о seguinte sistema: 2 
ѕепх + соѕу =1 


i РЕЗ! 
Deste sistema, percebe-se que sen x e cos y são raízes da equação: 2 5: =0, 
1 d x di 5n ej n dd 5n 
e i å: К = =—. , X=— — =— —. 
que resolvida. dá: senx =cosy 2 ou seja, 6 6 3 3 
Desta forma, os pares de respostas são: 


(3) (65) (85) ез) 


12) (ITA-04) Prove que. se os ângulos internos e, В ou y de um triângulo 
satisfazem a equação sen (3a) + sen (3) + sen (37) = 0, então, pelo menos, um dos 
três ângulos internos a, B ou y é igual a 60º. 


Solução: 


0 = sen(3a) + sen(3B) + sen(3y) = 
= 2sen[3(a + P)/2]cos[(3a — 3)/2] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) = 
= 2sen[3(180º — y)/2]cos[(3a — 3B/2] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) = 
=2sen[270º — 3y/2]cos[(3a. — 382] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) = 
= - 2cos(3y/2)cos[(3a. — 3B)/2] + 2sen(3y/2)cos(3y/2) = 
= 2cos(3y/2)[sen(37/2) — cos[(3a — 3B)/2] = 

2cos(3y/2)[cos(90" — 3/2) — cos[(3a. —3p)/2] = 
= — 4cos(3y/2)sen[(180" + 3o. — 3B — 3y)/4]sen[(180"— Зо + ЗВ — 3yy4] = 
4cos(3y/2)sen[(180 + Зо. — 540º + 3 )/4]зеп[(180° + ЗВ + Зр — 54094] = 
= — 4cos(3y/2)sen(3a/2 — 90°)sen(3ß/2 — 90°) = — 4cos( 3ү/2)соѕ(30/2)соѕ(3 8/2) 
Assim, pelo menos um dos valores de соѕ(30/2), со5(3 [/2), cos(3y/2) deve ser igual 
a zero. 
Perceba que cos(3x/2)=0 => 3x/2=90°+(180%k = х-60%%(120%, ke Z 
Se x for ângulo de um triângulo (no caso, x pode ser igual a о, B ou y), a única 
solução possível é x = 60º. 
Portanto, pelo menos um dos ângulos æ, B e y deve ser igual a 60º. 


13) (IME-03) Resolva a equação tg a + tg (2а) = 2.tg (30), sabendo-se que a € 
[0, 1/2). 
1º Solução: 
Repare, inicialmente, que с + 1/6 e a + 1/4. 
Portanto, pode-se afirmar que tg (30) = tg (2a à) = Selo) tg Qo). 
-tg (a).tg (20) 
24g (30) 
tg (a)tg (2а) 
tg (30)[1 + tg (a).tg (20)] = 0 


Assim ui (За) ға = tgGo)[1 -tg (a).tg (20)] = 2.tg (30) = 


isetgGa)*0 > tg(o)tgQu)--1 > 218 09001 
| I-tg (а) 
214g (0)=—1 +10? (0) = 10? (a)=-1 que não possui solução real. 
П) (39) =0 > Зо-Кл > а= 
3 

Como a е [0,7/2) então а = 0 ou a = 7/3 
2" Solução: 

2 

A tga + Zea E 
Ga) = tg (a. +20) = igo + tela _ Inte a igo. -tg a +2160 
1- tga.tg2a REG діре 1- tga - 24020. 
l-tga 


HAHN 


uc 


Capitulo 4. 


ga - tg 2tg бїр a - 2tg* 
tgGa) 388-89. gas dio во A 
1-3tg'a 1-іро 1-3tg'a 
tea - tela + Diga біра - Ag a 3tga -tga 6tea - Ag a 
1- tga 1-3tg'a I-tg'a 1-3tg'a 


3tga — Aga -tga + 3ga = біра — бра — Aga + Aga => 
tg'a — 2tg'a — Зва =0 => tga (ge — Aga - 3) =0 > 

tg a (tg а – 31 a + 1) = 0 

Dtga=0 > a=0 

i)tga=+ М. Como a є 1º quadrante então o único valor que satisfaz é a 
iii) tg a =— 1 não possui solução real. 


=n/3. 


14) (IME-05) Resolva a equação 2 sen 11x + cos 3x + 3 sen 3x = 0. 
Solução: 

1 3 

5 -cos(3x) + В з) --sen(llx) => 


зеп ©. соз3х + cos E. sen(3x) = sen(=1Ix) => “(з D z) sen(-11x) 
5 


5 
йзх-11х+®=л+К2х =) AS D Eo 
6 6 48 74 
эх» Бакол => RC e aa 
6 6 84 7 


Assim: S= xeni r= ЭУ ou api cias E kez} 
84 7 4 4 


15) (IME-06) Os ângulos de um triângulo estão em progressão aritmética e um 
deles é solução da equação trigonométrica 
(sen x + cos x) (sen? X — sen x cos x + cos! x)=1. 
Determine os valores destes ángulos (em radianos). 
1º Solução: 
Se os ângulos de um triângulo estão em PA então estes são da forma = A, > 


л Ë x 
SQ conde A era rodada PA. 
Fazendo uma troca de variável, ou seja, chamando senx + cosx = y, seque que 


. Substituindo na equação dada, obtém-se: 


(~ senx.cosx) = 


y |40 343 <A EE 
—— |[=1 > -y +3y o Cao! rv ы 
yp 2 2) 2 42 4 
Como a soma dos coeficientes é zero, então uma das raízes é 1. Utilizando Briot- b HER Xn 
Ruffini, tem-se — у? — y+ 2 = 0, que resolvida dá as outras raízes, que são — 2 e 1. 4114 2 


ттл 
Se y = 1, então sen x + cos x = 1, porém, sen x + cos x Como x e Е zl. conclui-se que a equação tem solução real se ES «x <> 


ЗЫ logo, 
х-4 |1, logo, 


Deste modo: 
lOgien х + cos (1 + sen 2x) = logi, + cosx (SEM X + cos X) 
= 2 . lO8isen + cosx [SEN x + cos x) = 2, para todo x do domínio da equação. 


> x => é a única possibilidade. 


2 (Impossível) 


Finalmente, o conjunto solução da equação é: S = fx € IR. PET <х< a 


Como x é ângulo de um triângulo, então a única possibilidade é x = = 
2 17) (IME-08) Determine o conjunto-solução da equação, 
sen'x + cos'x = 1 —sen?x , cos'x 


Assim, os ângulos do triângulo são 


wla 
YET 
ala 


Solução: 

sen? x + cos x = | - sen! x cos! x <> 
(senx + cosx)(sen" X — senx.cosx + co: 
(senx + cosx)(1 — senx.cosx) = (1 + senx.consx)( = senx.cosx) <> 
(1 — ѕепх.соѕх)(ѕепх + cosx — 1 — senx.cosx) “0 <> 

(1 — senx.cosx)[(senx — 1)] — cosx(senx = 1)] = 0 <> 

(1 — ѕепх.соѕх)(ѕепх — 1)(1 — cosx) = 0. 

Há, assim, três possibilidades: 

I—senx.cosx = 1 <> ѕеп2х = 2 (não convém) ou 


I 2kx, keZ ou 


2" Solução: 

Desenvolvendo a equação trigonométrica encontra-se sen? x + cos) x = 1. 
Claramente sen x = 1 e cos x = 0 ou sen x = 0 e cos x = são soluções da equação. 
Destas, apenas sen x = l e cos x = 0 satisfaz o fato de x ser ângulo de um triângulo. 
Assim, x = 1/2 é solução. 

Se 0 < sen x < 1 e 0 < cos x < 1 então 1 = sen x + cos! x < sen? x + cos? 
é uma contradição. 

Logo, x = 1/2, implicando que os ângulos do triângulo são 1/6, 1/3 e 7/2. 


s X) = (1 + ѕепх, ) CI = senxa 


| 


1, чие 


ll-senx-1 <> 


16) (IME-07) Resolva a equação: logic, + cos (1 + зеп 2x) = 2, x е [ E x 
Ш – соѕх = 1 <> x-2knkeZ 


Solução: $ n 
Portanto, o conjunto solução é: Sc (X c R: X = ar 2kr ou x = 2Кл} 


лл 
Condições de existência de soluções reais, em |- 5 q) 


18) (IME-09) Seja a uma constante real positiva. Resolva a equação 


Уаўа + va? -x! + JBaya- va! -x = 22x ‚рагах eN eO «x «a. 


Solução: 
Fazendo a substituição x = a sen 0 (como 0 < x < a tem-se 0 < sen 0 < 1) obtém-se: 


Va Ja+acos0 + Заа —acos0 = 2/2asen, cos 0 > 0 = 


E со 3 0) ano, cos020 = 
2 2 2 2 


«Cos— + 216 =senð => СЕЗЕ 
2 2 6 


2 n 
1. L+sen 2x>0< (sen x+cos x) >0<> sen x+cos Росес 


П. 0 <ѕеп x+cos x#1<— 


Já que x está no intervalo 


een ! 


Assim, tem-se as seguintes possibilidades: 


p e=. El o= rike > xcasen (Zaka) 
2 6 3 3 


Ddr aka = g = SR, fet 


2.1216 O dado 


mo-s- (242) +2kn => 
2 6 

5л А 
К-0->0- ГЫ = соз 0 < 0(nào convém) 


k=1=>0= = = sen0<0 (não convém) 


к-2-0- А. cos0 <0 (não convém) 


k > 3: os arcos encontrados são cóngruos aos casos de k = 0,10u2. 


Ani, " av3 
Portanto, a única solução é x= b 


19) (ITA-16) Sejam x e y pertencentes ao intervalo [0, л]. Determine todos os pares 
ordenados (x, y) tais que 


1 
V2cosx-seny=— 


У senx +3cosy = 


ы 


Solução: 
Perceba que sen x > 0 e sen y > 0, já que x, y e [0, л] 


Como 4/2 cosx -lésmy > 0 então x е (0, 1/2) 


Como V3cosy --1-füsen x « 0 então y e (1/2, л) 


Somando as equações e dividindo por 2: 


42 


2 
—cosx+ 
2 


us x 

cosy=0 = sen( +5)- жа[у-*) 
2 2 4 3 
Note que: 
i) X + 1/4 > л/4 e x * n/A < n2 + п/4 = 31/4 
ii) y — 1/3 > 1/2— 1/3 = 1/6 e y -n/3 < n- n/3 = 27/3 
Ou seja, existem duas possibilidades: 
Х%т/4-у-л/3 ou x+1/4+y-120/3=x% 
Subtraindo as equacóes e dividindo por 2: 
42 42 45 1 
senx 577055 7 C08Y Posen y- 


Fm 
E 
Fm 
=] 
r= 
a” 
Ea 
E 
= 
hs 


1 
(а) ау E а) 


1° caso: x + 1/4 = y - 1/3 
Assim, (1) fica da forma: 


5л zn) 1 
sen Yag +sen у. ТИЙ 


л Tr 1 
> 2.sen Lai от 


4 2 
i) у-л/4 = 71/12 => у= 5л/6 
Deste modo: y — 71/12 = п/4 


і)у-л/4-5л/12 > у-2л/3 
Desta forma: х = у – 77/12 = n/12 
2° caso: х + п/4 Жу л/3 =л => x+y= 131/12 


а) => (28у) елау) E 


2 
«2-303. va 


Tr 
cos— => 
2\2 12 


Como л/4<у—л/4<3л/4 => у-л/4- 70/12 
Logo x = 131/12 — y = 131/12 — 57/6 = 1/4 


= 2sen cos yA) -= > 


> у= 5л/6 


т 2 
12 


а 
< 


x 5л 
Portanto, existem dois pares que satisfazes a equação БЕЗ е ( 


20) (Olimpíada da Espanha-85) Resolva a equação ig! 2x 24g 2x.tg 
Solução: 1 

182 2x 21g2x1g3x 71 > 2g2xtg3x 5 1—tg 2x => 

1-tg?2x 
ag 2x 


tg3x= «(1-«) 


= tg3x-cot4x = 


= tg3x= 
tg 3x g Эх tg dx 


n 2Кп 


i)3x=%-4x+2k x=—+—.k e Z 
Dox-g 4х+2Кт > x 14 

3n 2kn 
i) xe ec dx + 2h = xat E 2 


21) (Olimpíada AIME-2006) Determine a soma de todos gsx tais que 
cos! Зх + cos” 8.cos? 4x.cos' x 


onde x é um ángulo medido em graus e 100º < x < 200º. 
Solução: 
cos! 3x + cos! 5x = 8.005) 4x.cos*x => 
(cos 3x + cos 5x)(cos? 3x — cos 3x.cos 5x + cos? 5х) = 8.cos? 4x.cos x > 
2.cos 4x.cos x.(cos” 3x — cos 3x.cos 5x + cos” 5x) = 8.С05) 4x.cos x 
Assim, se cos 4x.cos x = 0 a equação é satisfeita: 

i) cos4x.cosx=0 => x=+22,5º+90ºk => x=112,5º0ux= 157,27. 
Para cos 4x.cos х + 0 a equação fica da forma: 
cos? ЗХ — cos 3x.cos 5x + cos” 5x = 4.008” 4x.cos? x => 
X — cos 3x.cos 5x + cos? 5x = (cos 5x + cos 3x) => 
cos? 3x — cos 3x.cos 5x + cos? 5x = cos? 5x + 2.cos 5x.cos Зх + cos! 3x => 
cos 3x.cos 5x = 0 

й) cos3x=0 => x=+30º+120ºk => х-150% 
ІН) cos5x=0 => x=+18°+72°k = х = 126° ou x= 162° ou x = 198° 
Assim, a soma de todos os x que satisfazem o enunciado é: 
112,5° + 157,5º + 150º + 126º + 162º + 198° = 906º 


22) Ache a, b, c inteiros tais que as raízes da equação ax? + bx + c = 0 são cos 72º e 
cos 144º, 

Solução: 

Considere a equação cos 3x = cos 2x, cujas soluções são: 

1)3x=2x+2kx => x=2kr 


i) 3x=-2x+2kn > == 


Desenvolvendo a equação em função de cos x: 

cos3x=cos2x => 4.cos'x-3.cosx -2.cos x-1 => 

4.cos! x- 2.с05° x—3.cosx+1=0 = (cos x — 1)(4.cos? x + 2.cos x — 1)=0 
Fazendo cos x = t segue-se que cos 0, cos 72º e cos 144º são raízes da equação 

(t— (4.0 + 2.t — 1) = 0, ou seja, cos 72° e cos 144º são raízes da equação 
4824-170 


23) (Olimpíada da Bélgica-06) 
a) Encontre todos os números reais a tais que cos(4« ) = cos(3a.). 


k аі 5 2 4 6. 
b) Determine inteiros а, b, c, d tais que cos. cos T. cos. são soluções da 


equação ax'+bx? e cx «d - 0. 


Solução: 

a) сов(4а)-сов(3а)<>4а-3а-2кл ou 4а--Заз2кл<>а-2Кл ou 
2kr 27 47 бл . i £ 

а- y? logo l,cos: 7 «Cos 71: cos são as raízes dessa equação. 


Por outro lado, tem-se que соз(4о)-8-сов"0о.-8-соз 0+1 e 


cos(3a) = 4-cos'a —3-cosa. Faça сова = t. Daí, segue que 
ФАЙ 4 
- (-1/80>42-4-1)-84-42-82%31%1-0 
cos(4a) = соз 3а) <> t ү Be pon T 
Assim, a equação St + 4 — 4t — 1 = 0 tem como soluções Созо ЕЁ 


24) Calcule o valor de tg? 10° + tg? 50° + tg? 70°. 
Solução: і 


(neca J | 
ETE 1-3tg x 

22 texte x о КЗ u 
Como Lies = tg9x= 


Е 

ET 

rex) 
1-3! 


9tgx -84tg? x +12610 x 36107 x tp! x 

1-36tg х +1261рї x - 84tp^ x &9tp" x ' ! 
Sabe-se que tg 9x nào está definida para os valores em que o denominador é igual а 
0 Assim. a equação | — 360 + 1260 – 841° + 94 = 0 possui como raizes tg 10º, 
tg 30°, tg 50%, tg 70°, tg 110°, tg 130°, tg 150° e tg 170°. | 
Fazendo x = 2 segue que tg” 10º. tg” 30°, tg? 50° e tp? 70º são as raízes da equação: 
1—36х + 126x' = 84x! + 9х' = 0, 


tg9x= 


1 32A 15 19411 
Pelas relações de Girard: tg? 10° + tg? 30° + tg^ 50° + tg 70' 17 = 


tg? 10°+ 1 + tg? 50° tg! 70° 2 = ір? 100 tg? S09 tg 70" = 9 
3 
25) Prove que tg? 4º + tg? 8º + tg? 12° +... t tg? 88º = 990. 


Solução: | 
бей =со$Ө +іѕепӨ > 75-(сов0 + i.sen 0)" = cos 450 + ¡sen 450 


loss os O senta + T cosO.sen" 
сөне [es zb cos" 0.sen 0 +... 44 


sen450 = (je ӨѕепӨ — (“ыс Өзеп Өз... (as nto 
Assim: 

45 | os @sen9 1 ш Өѕеп'0 4... КЕШ 
tg450 = l 3 = 


45 45 5 45 " 
( Jeso- Jos osea созӨ.зеп “Ө 


0 


ca (eer 


A equação (1) possui como raízes t = 0, + tg 4º, + tg 8°,...‚ + tg 88º 
жаса 5 
Dividindo (1) por t obtém-se (S) (a) 4%» 44) -0 (2) 
1 


43 
Logo, as raizes da equação (2) são: t = + tg 4º, + tg 8°, ..., + tg 88º 


2 Р 45) „ [45 45 45 
Fazendo É = x obtém-s a uu = 
é efi) (o) + Ml 1) 0 (3) 


Portanto, as raízes de (3) são x = tg? 4°, tg? 8°, ..., tg? 88º 
Deste modo, a soma das raizes de (3) vale: 


45 
З TU Ad 4 
tg 4° tg! 8° + tg? 1294... + tg? 88° => sS = 990 
Е 
26) (Olimpíada da Romênia-96) Mostre que 
2 
cos! x ew (x e soe (x+) osx, 
3 3 64 
para todo x e IR. 
Solução: 
Seja z = cos 0 + i.sen Ө 
i) (cos O + i.sen 0) = cos 50 + i.sen 50 


5 5] t 5 
cos 50 jos 6-5) Өзеп?Ө + НШІ > 


с0550 = cos 0 — 10cos'6(1— соз?Ө) + 5соѕ0(1 – cos'0) > 
50 = cos'0 — 10со5?0 + 10cos 0 + 5cos0 - 10cos'0 + Scos'ü. => 


cos 50 = 16.cos* 0 — 20.cos? Ө + 5.cos Ө (1) 
ii) (cos 0 + i.sen 0)” = cos 70 + i.sen 70 


M 


L 


UO 


Capitulo 4. Еп Irigonométricas 
( "E 7 5 
cos 70 s 8- (ы Өзеп:0 (Jes Өзеп"0 БЕ ө = 


с0570 = соѕ'0 – 21с05°0(1 — cos20) + 35cos`0(1 — cos'0) — 7соѕ0(1 — cos'0y = 
cos78 = cos'B — 21cos°0 + 2 1cos70 + 35cos'0 — 70cos'0 + 35cos 0 — 7cos0 + 
+ 21cos'0 — 21cos'0 + 7с05'0 => 

cos 70 = 64.cos' 0 — 112.cos? 0 + 56.соѕ' 0 — 7.с050 (2) 

Além disso, sabe-se que cos 30 = 4.соз* Ө —3.cos Ө (3) 

Multiplicando a equação (1) por 7: 

7cos 50 = 112.c0sº 0 — 140.cos' Ө +35.cos 0 (4) 

Somando as equações (2) e (4): 

cos 70 + 7.cos 50 =64.cos 0 — 84.cos! Ө + 28.cos 0 (5) 

Multiplicando a equação (3) por 21: 21.cos 30 = 84.cos' 0 —63.cos 0 (6) 
Somando as equações (5) e (6): 

cos 70 + 7.соз 50 + 21.соз 30 = 64.cos 0 —35.cos 0. => 

64.cos” 0 = cos 70 + 7.cos 50 +21 .cos 30 + 35.cos 0. (7) 

Ө — 0 + 27/3: 

64.cos' (0 + 21/3) = cos (70 + 21/3) + 7.cos (50 + 41/3) + 21.cos 30 + 

+ 35.cos (0 + 21/3) (8) 

Ө Ө + 4n/3: 

64.cos (0 + 47/3) = cos (70 + 41/3) + 7.c05 (50 + 21/3) + 21.с05 30 + 

+ 35.cos (0 + 41/3) (9) 

Observe que, рага um а. qualquer: 

sen a + sen (а + 21/3) + sen (a + 41/3) = 

= sen q + sen a.cos 27/3 + cos а.зеп 27/3 + sen а.соз 41/3 + cos a sen 40/3 = 
Como cos 27/3 = cos 41/3 = — 1/2 e sen 2n/3 = ~ sen 47/3, segue que: 

sen a + sen (a + 21/3) + sen (x + 41/3) = 0 (10) 

Assim, somando as equações (7), (8), (9) e aplicando (10): 

64.cos! Ө + 64.cos' (0 + 27/3) + 64.005! (0 + 4n/3) = 63.005 30. => 

cos” 6 + cos” (0 + 2л/3) + cos (0 + 4л/3) = (63/64).cos 30 


7-1 A 

Exercícios „>. / 
de YVestibuta 

1) (Mackenzie-00) O número de valores de x, 0 < x < 2r, tais que (sen x + cos xy = 


1,6: 


a)2 b)3 c)4 4)5 e)maior que 5 


2) (FGV-01) Resolva as seguintes equações trigonométricas: 


a) sen onde 0 < x < 2л. 


b) sen x = cos 2x, onde 0 < x <2л. 


3) (FEI-12) A soma das raízes da equação 1 — sen?x + cos(— x) = 0, para 0 < x < 2л, 


é igual a: 

a) 3л/2 b) 57/2 с) Зл d) 5л e) 7л/2 

4) (UEFS-12) O número de soluções da equação 3cos! x = 2 + 2senx, no intervalo 
[0, 2x], é 

A)0 B)! С)2 D)3 E)4 


5) (UEL-07) Sabendo que sen о. = cos p para а e B números reais, considere as 
afirmações. 

La+B=7/2+2kxoua - B = 1/2 + 2krr, com k inteiro. 

IL sen? o + зеп? f = 1. 

Ш.о = B = (2k — 1)л/4, com k inteiro. 

IV. sen (- о) = cos (- В). 

A alternativa que contém todas as afirmativas corretas é: 

a)lell b)lelll c)Helll d)l,ILelVe) П, Hl e IV 


б) (UFSCar-02) O valor de x, 0 < x <Ē, tal que 4(1— sen? x sec! x- 1) = 3 é 


а)л/2 b)m3 с)л/4 d)n/6 e)0 

7) (UECE-10) O número de soluções da equação 4 sen x — Ssen'x + 1 = 0 que estão 
no intervalo [0, 2л] é 
А)4. В) 6. 


С) 8. D) 10. 


8) (Unesp-04) Dada a equação cos(4x) = + 


ТИІН 


EJEA 
a) verifique se o ángulo x pertencente ao 1º quadrante, tal que sen(x) = 577 satisfaz 


a equação acima; 
b) encontre as soluções da equação dada, em toda a reta. 


9) (FEI-17) O produto dos valores do conjunto solução da equação 8VI- cos” x =4 

para 0 < x < p é igual а: 

ak yi с^ 
36 9 16 9 36 


10) (UFPA-97) Dé a solução geral da equação 4 
(sen 2x + cos 2x)" - sen 4x + cos? 4x = sen? 4x 


11) (UFPA-04) Ao observar a 6º volta de uma roda gigante, Lucas fica curioso por 
saber de quantos radianos é o arco descrito pela cadeira onde está sua irmã Luana. 
Sendo senx+cosx=2 о ponto da trajetória onde se encontra Luana, o número 
de radianos encontrados por Lucas é; 


л 21т 21л 41л 
з о 


n 
94 


12) (UFPA-06) As soluções da equação 
Е + x resta x) +cos(2n = x) 
» CO SENSE: 
ES x)-cos[3 - Jr sen(27 4 x) 
2, 2 


para 0 < x < 2л, são tais que 
(A)somam x 

(C) diferem de 27 

(E) somam 1/2 


(B) somam 27 
(D) diferem de x 


13) (UFPA-08) Considere a função f dada por f(x) = 8 + sen (х ~ 1/7). Podemos 
afirmar que f assume seu valor mínimo quando 


a) 7 «2kz k-0,£1,2,.. b) T rk КЕ 1,82,.. 


2 
9 P aa k=0, 112,5 à) T e2k k=0, t 1.22... 


o T ka. ke 0 1,22... 


Capítulo 4. Equações Trigonométricas 
14) (UFPA-10) Uma partícula inicia um movimento oscilatório harmônico ao longo 
de um eixo ordenado, de amplitude igual a 5 unidades e centrado na origem, de 
modo que a sua posição pode ser descrita, em função do tempo em segundos, pela 
função f(t) = Scos(t). Ao mesmo tempo, uma outra partícula inicia um movimento 
também harmônico, centrado em 3, de amplitude igual a 1 e com o dobro da 
frequência da primeira partícula, de modo que sua posição é descrita pela função 
g(t) = cos(2t) + 3. Acerca da posição relativa das duas partículas, é CORRETO 
afirmar que 

a) elas se chocarão no instante t=1/3 s 

b) elas se chocarão no instante /4 s 

с) elas se chocarão no instante t = 1/6 s. 

d) elas se chocarão no instante t = 3s. 

e) elas não se chocarão. 


sr 
15) (FGV-10) No intervalo [0, л], a equação 8 ^ = 475% admite о seguinte 
número de raízes: 
A)5 B)4 C)3 D)2 ЕУІ 
16) (FGV-12) No intervalo |0, 4л], a equação sen'x — 2sen'x — Ssenx + 6 = 0 tem 
raízes cuja soma é: 
А)2 В)-2 06 D) л/2 E) 3л 
17) (Fuvest-02) Determine as soluções da equação (2 cos” x + 3 sen xXcos? x — sen? 


X) = 0 que estão no intervalo [0,27]. 


18) (UFPE-10) Quantas soluções a equação trigonométrica senx=vI-cosx 
admite, no intervalo [0, 807)? 


19) (UFPel-08) As raízes da equação 4.cos^ x +4/3.sen(90º+x) =3.tan135º, para 
0 <x «2n, pode(m) ser representada(s), no ciclo trigonométrico pelos pontos: 
(a) p (b) 


ЧИЧИН 


1 


(с) 


20) (EspCEx-16) А soma das soluções da equação cos 2x = cos x = 0, x е [0, 27), é 
igual a 


21) (Ciaba-04) A soma das raizes da equação sen? x — sen x = 0. para 0 < x < 7, é 
igual a 


а) л/2 е) 57/3 


br с) 21 /3 d) 31/2 
22) (Escola Naval-92) No intervalo |0, 2x]. o número de soluções da equação 


sen x = cos 2x é: 
а)0 b)1 c)2 d)3 е)4 


23) (Escola Naval-93) O número de soluções da equação cos! (x + D+ cos! (х-л) 
= 1, no intervalo [0. 2л], é igual a: 
a)l b)2 93 d)4 es 


2senx 1 m 
A jd e: — = —— são 
24) (Mackenzie-02) Em [0: 2л], as soluções da equação cos 2x L+senx 


em número de: 


al b)2 с)3 d)4 es 


| Capítulo 4. Equações Trigonométricas 
25) (Udesc-11) Considere x е (0, 1/2) o valor que faz com que os termos sen(x) , 
2.cos(2x) e 3.sen(x) formem, nessa ordem, uma progressáo aritmética. A soma dos 
três termos dessa progressão é igual a: 
a)3 b)!2 олз adro  e-3«x5 
26) (UECE-12) O nümero de solucóes (p, q) do sistema 
cos? p- 2senq-0 
cos! p+ 2.senq = 1,5 
com p. q € [-т, п], é 
A) 4. B) 6. C)8. D) 10. 
27) (UECE-14) Se p e q são duas soluções da equação 25еп?х — 3sen x + 1 = 0 tais 
que sen p # sen q, então o valor da expressão зеп?р — cos'q é igual a 
A)0. B) 0,25. C) 0,50. D) 1. 


28) (UFC-01) Supondo 0 < 0 < л, encontre todos os valores de 0para os quais 
cos 30 + cos 50 = cos 40. 


29) (UFBA-11) Sendo x a medida de um arco, em radianos, determine as soluções 

da equação 4.008 ($) cosxsen( Ex | cos + тна) о que 
2 

pertencem ao intervalo [— 6, 8]. 


30) (UFRGS-12) O número de interseções da função f(x) = sen 5x com o eixo das 
abscissas no intervalo [- 2л, 2л] é 
a) 10 b) 14 с)21 d) 24 е) 27 

ЗІ) (ITA-87) О número de soluções reais da equação: 

1 sen? x + зеп x + senf x + sen! x + sen" x = 5 
e 

a) um número maior que 12 b) zero c)2 10 e)l 

32) (ITA-88) Sobre a equação tg x + cotg x = 2 sen 6x. podemos afirmar que: 
a) apresenta uma raiz no intervalo 0 < x < 1/4 

b) apresenta duas raízes no intervalo 0 < x < 1/2 

c) apresenta uma raiz no intervalo 1/2 < x < x 


d) apresenta uma raiz no intervalo x < x < 37/2 


€) nào apresenta raízes reais 


ү | 


AH 


33) (ITA-88) A respeito da solução da equação sen x + V3cosx = 2, 0 < x < 2m, 
podemos afirmar que: 

a) existe apenas uma solução no primeiro quadrante 

b) existe apenas uma solução no segundo quadrante 

c) existe apenas uma solução no terceiro quadrante 

d) existe apenas uma solução no quarto quadrante 

e) existem duas soluções no intervalo 0 < x < 27 


34) (UFC-98) Sejam p e q números reais não nulos e tais que p * q e p>0. 
Determine o valor de & para que a equação trigonométrica 
p 


p.cos^x — (p + q)cosx + q = 0, 
com 0 < x < 2л. possua exatamente três raizes reais. 


35) (Insper-06) Se а é um número real tal que 0 < a < 1/2 e que satisfaz a equação 
(sena + cosa) *"" = Jl + sen2e , 

então: 

а) л/12 b) /6 с) т/4 d) 2/3 е) 51/12 

36) (Insper-07) Seja 0 a medida, em graus, de um ângulo agudo. Se 4sen(20) = 

13со5 0, então pode-se concluir que: 


a)0<0<15. b)15<0<30. c)30 <0 = 45. €) 60 < 0 < 90. 


4)45<0<60. 


37) (Insper-12) Considere а sequência 


cos, cos?* costa, «s COS 059997 010001) 


1447714: 1407 14“ M 
O total de elementos dessa sequência que são números inteiros é igual a 
a) 0. b)35. €)71. d) 105. e) 142. 


с 


T 


38) (Mackenzie-80) Sejam x e y dois ângulos agudos que representam uma solução 
do sistema: 


3.sen2x - 2.sen2y - 0 


[rc dll 
Então, x + 2y é igual a: 
a) arc. cos J5 / 5 b)3z/4 c)2:3 d)m3 е) л/2 
1. ШЕШЕЙ! 
сох sec'x cossecx 
сух--л/4% Кл 


ІІІ 
cos" x 
b)x=m/2+2km 


€) nda в 


39) (FGV-80) Resolver 
sen 


х= n/4- kn 
= 1/4 + kn/2 


40) (FGV-17) Uma solução da equação sen 2x . 
0° <x <90°, é 
a) 72°. b) 36°. 


sen 3x = cos 2x . cos 3x, com 


с) 24°. 4) 18°. е) 15°. 


41) (UFU-00) Na equação rese (3) sens, em que a é um nümero real nào 
a 
nulo e 0 < x < л, o maior valor positivo de a para que essa equação admita solução 


é igual a: 
a)1/4 b)1/2 c)I d)2 
42) (Unicamp-96) Ache todos os valores de x, no intervalo [0, 2л], para os quais 


зеп х +cosx = 


43) (Unicamp-17) Sabendo que k é um número real, considere a função 
f(x) = ksen x + cos x, definida para todo número real x. 

а) Seja t um número real tal que f(t) = 0. Mostre que f(2t) 2 0— 1. 

b) Para k = 3, encontre todas as soluções da equação f(x)” + f(- xy! = 10 para 
0<х<2л. 


44) (Unesp-01) Uma equipe de mergulhadores, dentre eles um estudante de 
ciências exatas, observou o fenômeno das marés em determinado ponto da costa 
brasileira e concluiu que o mesmo era periódico e podia ser aproximado pela 
expressão: 
p) -21, ЕЕ 5), 
2 6 4 

onde t é o tempo (em horas) decorrido após o início da observação (t = 0) e P(t) é a 
profundidade da água (em metros) no instante t. 


5: 
a) Resolva a equação ЗЕ + =) = 1, para t > 0. 


b) Determine quantas horas após o início da observação ocorreu a primeira maré 
alta. 


45) (Unesp-05) A temperatura, em graus celsius (°C), de uma câmara frigorífica, 


durante um dia completo, das 0 hora às 24 horas, é dada aproximadamente pela 
função: 


ШЕШПЕСЕ .0<1<24, 
12 6 


com tem horas. Determine: 


r= 
= 
É 
Es 
= 
a” 


К " r3 
a) a temperatura da cámara frigorífica às 2 horas e às 9 horas (use as aproximações 
42-14 e 3-17) 


b) em quais horários do dia a temperatura atingiu 0°C. 


46) (Unesp-06) A figura ao lado mostra a órbita elíptica de um satélite S em torno 
do planeta Terra. Na elipse estão assinalados dois pontos: o ponto A (apogeu), que 
é o ponto da órbita mais afastado do centro da Terra, e o ponto Р (perigeu), que é o 
ponto da órbita mais próximo do centro da Terra. O ponto O indica o centro da 
Terra e o ângulo PÔS tem medida а, com 0º < a < 360". A altura h, em km, do 
satélite à superfície da Terra, dependendo do ângulo a, é dada aproximadamente 

meus) 107. 
1004-5 


satélite] S 


жа» H EN 
SN 
) 


Figura fora de escala. 


pela função h = ( —64 + 


Determine: 

a) A altura h do satélite quando este se encontra no p 
encontra no apogeu. uM 

b) os valores de a, quando a altura h do satélite é de 1580km. 


eu e também quando se 


47) (Unicamp-99) Considere a função: S(x) = 1+ 2sen x + 4(sen x)” +8(sen x) para x € R. 
ex 
a) Calcule S(3) . 
b) Resolva a equação: S(x)=0, para x € |-2л,2л). 
48) (Unicamp-01) Considere a equagáo trigonométrica 
sen^ 0 -2cos 0 + Lsen20=0_ 


a) Mostre que não são soluções dessa equação os valores de 0 para os quais 


cos 0 = 0. 
b) Encontre todos os valores de cos Ө que são soluções da equação. 


49) (Fuvest-00) Determine os números reais xe y, соп0<х ty «x е0 <ухт, 


tais que: 


sen xsen y 
3 
cos (x+ y) +cos(x-y)=3 


50) (Fuvest-01) 

a) Calcule cos30 em função de sen 0 e de cos 0. 

b) Calcule sen 30 em função de sen 0 e de cos 0 

со530 
cos O 


c) Para <0 < E, resolva a equação sen? 0 + cere i 2 
2 2 seno - 


51) (Fuvest-08) A medida x, em radianos, de um ângulo satisfaz л/2 < x < n e 
verifica a equação sen x + sen 2x + sen 3x = 0. Assim, 

a) determine x. 

b) calcule cos x + cos 2x + cos 3x. 


52) (Fuvest-12) No triângulo acutângulo ABC, ilustrado na figura, o comprimento 


15 
do lado BC mede T o ângulo interno de vértice C mede a. e o ángulo interno de 


vértice B mede > Sabe-se, também, que 2.с05(20) + 3cosa + | = 0. Nessas 


condições, calcule 


в с 
а) o valor de sen a. 
b) o comprimento do lado AC. 


53) (EsPCEx-98) A soma das soluções da equação — =l,para 0<х< Ze 
259 2 
x x т 2n 5л 
al b) Ž 2% рт eS 
) 6 ) 3 [2] 2 d) 3 e) 6 


54) (EsPCEx-02) O valor de cos x + sen x, sabendo que 3.sen x + 4.cos x = 5, é 
a) 3⁄5 b) 4/5 еуі 4) 6/5 е)7/5 


ES 
> 
$ 
> 
Fm 
EA 
EN 
“qa 
Ea 


55) (EsPCEx-14) A soma de todas as soluções da equação 2с05 (х) — cos (x) — 
2cos (x) + 1 = 0. que estão contidas no intervalo |0, 2л], é igual a 
а)2л b)3r c)4x 45л е)бл 


56) (AFA-98) А função real f(x) = sen'x + cos x tem valor máximo em 
a)x = (2k + 1)л, keZ b)x=(k + 1/6)m, keZ 
с)х = (2k + 1/2)n, keZ d) x = (2k + 1/3)r, keZ 


57) (AFA-05) Considere m a raiz da equação соѕ?х + 3sen?x = sen x — 3 = 0 no 
intervalo [0, 27]. O número cotg m — sec 2m é 


КД 


а)0 b)- gl d) 


58) (AFA-10) Seja a função real f definida por f(x) = cos (4x) — sen (1-6) 


Marque а alternativa que possui а melhor representação, по ciclo trigonométrico, de 
todas as raízes da função f 


senx | cosx 


d j © is f, pe finida f(x)= 
59) (AFA-13) Sejam as funções reais f, g e h definidas por f(x) x TTG 


g(x) = [sec х e h(x) = |cossec х], nos seus domínios mais amplos contidos no 
intervalo [0.21]. A(s) quantidade(s) de interseção(ões) dos gráficos de f e g; f e h; g 
e h é(são), respectivamente 


а)0,0е4 b)3,1e4 d)0,2e3 


с)2,3е4 


Capitulo 4 Equações Trigonemétricas 
60) (Escola Naval-87) A menor solução positiva da equação 
sen 9x + sen 5x +2 sen'x = 1 
é: 
a)m/A Ь)3л/84 с)л/42 d)n/84 e)m/294 
61) (Escola Naval-88) O número de solução da equação 
sen? x + cos! x = | А sen 2x 
no intervalo (0. 2л) é: 
a0 b)! c2 d)3 e4 
62) (Escola Naval-90) A equação tg” x + 2tg 2x.tg 3x = | possui no intervalo 
10.21) 
а) 2 soluções: 
d) 12 soluções: 


b) 6 soluções; 
e) 14 soluções; 


c) 8 soluções; 


63) (Escola Naval-91) A equação sec'x — 2tg2; X = 2, no intervalo |0 , 2л]: 
a) não possui solução. b) possui uma solução. 

c) possui duas soluções. d) possui três soluções. 

e) possui quatro soluções. 


64) (Escola Naval-' 99) о produto das soluções da equação 
2.sen x + 5.cos? x + 4.sen x + 2.tan? x = 4 + 2.sec? x, 


no intervalo @\5т é 
1276 
a) 51/12 b) n°/12 c) 517/72 d) 7/6 е) x°/12 


65) (Escola Naval-05) Os pontos А = (xy, yi) е B = (хо, y») são soluções do sistema 
sen(x+y)+sen(x—y) = 


de equações | onde x е (0, 2л]. A distância desde А 


senx+cosy =2 
até Bé 


3 


32 ут c)n 4) 2л е)3л 


66) (Escola Naval-06) No intervalo [0, x] a equação sen! x + cos! x = š possui 


soma dos inversos das raízes igual a: 


15 117 15 117 
а) — b) — = 
I or c) x 4)2л 9r 


Capítulo 4 Equações Trigonométricas 
67) (Escola Naval-08) Sejam f e g funções reais defini dadas por f(x) = 2sen'x + 


6cosx е gx) = k + cos2x, K € Ж. Se БЕ а soma das 


x L 21л 167 
soluções da equação f(x) = g(x) no intervalo ETA 


Tm 25n 


68) (Escola Naval-11) Considere S a coma das raizes da equação trigonométrica 


; x 
4зеп* x — Ssen x — 4cos? x + 5 cos x = 0, no intervalo (| Qual o valor de 


tg S + cossec 28? 


a2 МІ с)0 d)-1 e)-2 


69) (Escola Naval-12) A soma dos quadrados das raizes da equação 
Een x| = 1 — 25еп? x, 
quand0 0 < x < 2л vale 


70) (Escola Naval-13) A soma das soluções da equação trigonométrica 
cos Зх — cos 2x + cos x = | 


no intervalo [0, 2л], é 
5 
а)8л b)6n gas d)5n e) 2p 
3 2 
71) (ITA-66) Mostrar que se A, B e C são os ângulos internos de um triângulo que 


verificam a relação sen A = “5 a , então o triângulo é retângulo. 


72) (ITA-71) Dada a equação log(cos x) = tg x , as soluções desta equação em x 
satisfazem a relação: 


а)3/2<х<2л; b)0<x<n/2; e) N.d.r.a. 


с)0<х<л; 0) – п/2 <х <л/2; 

73) (ITA-71) Qual é o menor valor de x que verifica a equação 
tgx+3 cotgx=3? 

a) x = л/4 b) para todo x € (0, 7/2) 

c) para nenhum valor de x d) para todo valor de x 4 пл/2 onde n = 0, +1, +2, ... 


€) apenas para x no 3? quadrante 


74) (ITA-71) A equação (sen(cos x)! tcos(cos х)) = 1 é satisfeita para 
а)х-л/4 
b)x-0 


c) nenhum valor de x 
d) todos os valores de x 
€) todos os valores de x pertencentes ao 3º quadrante 


75) (ITA-76) Resolvendo a equação 

3.sen* (ех) -243 „зеп (€9.cos (е^) — 3.cos (e) = 0 
obtemos: 
a) e*= m + n/4, k = 0, 1,2 


bx- es 70,152/3, 2; 
c)e=kx+m/3,k=0, 1,2 

xci (F2, k=0,1,2,3,.. 

e) nda 


76) (ITA-77) Resolvendo a equação «( 2logx -p- "Ü x+— JE 0 temos: 
3 


a) xe k=01,2,3,... b) xee'?**: k=0,1,23.... 


c) logx «7 kr k=0,1,23,.. d)x-e""* k=0,1,23.... 


€) nenhuma das anteriores 


77) (ITA-77) Considere um triángulo ABC cujos ângulos À, Be É verificam 


relação sen À = 


a s š 
- Então podemos afirmar que: 


a) com os dados do cu não podemos determinar А nem à e nem é. 
b) um desses ángulos é reto. 


ОА- Лев б=2®. 
6 6 
d)A=5 Bate СЕЛ; 
3 4 12 
e) nda 


a 


E! 


ү 


T 
= 
E» 
E 
m 
сш 
Fm 
т. 
Ca 
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78) (ITA-79) Se a e b são ângulos complementares, 0 < а < 1/220 < x < 2 е 


sena-senb 5 caro sen( 2 : E € igual a: 


sena—senb 
аз 43/35 сууз d)V2/2 e 
4 1 2x-1=3.senO 
79) (ITA-82) Considere o sistema 
x-2-cos0 


para x e Oreais. Se restringirmos O ao intervalo 0, r/2, então: 

a) o sistema não possuirá solução. 

b) o sistema possuirá apenas uma solução (xi, 01). 

с) o sistema possuirá duas soluções (xi, 61) e (хә, 0), de modo que x, + x» = 40/13. 
d) o sistema possuirá duas soluções (xy, 01) e (хо. 0), de modo que sen 6 + sen O 
= 17/12. 

e) o sistema possuirá duas soluções (xi, 0,) e (хо, 05), de modo que cos @\.соз 0, = 
1/2. 


80) (ITA-83) Dados A, B e C, ángulos internos de um triângulo, tais que 2B + C Z 
7 e a € (41/3, 51/3) U (51/3, 2л), o sistema 
а-С 
a) 


=cosA + cos B КЕ Exe ) 


sen A +sen B» E 


admite como solução: 
a)A=1- 0/2, B = a/2 – 21/3 e C =21/3 
ЫА-т-о/2,В-а/2 eC=0 

c) A = 21/3. B = 0/2 e C = 1/3 — a/2 
d) A =x- 0/2, В = 21/3 еС= 0/2 – 
е)Азл,В-о/2еС--а/2 


2л/3 


х = 3sen x + 1 
0) é dado 


81) (ITA-83) Dadas as funções f(x”) = loga x е р(х) = 2se 
definidas para x > Oe x + 1/2, o conjunto A = {x є (0, 27): (gof)(x) 
por: 


к Rn Ss lm - 2а 
а)д = [e ger 45-5 “| b)A= P Eni, 


da 2 $5 


Шы [Su] SU Ies 


E 


не) ӘА- (ar 4 qe) 


82) (ITA-88) Seja a equação sen” x.cos x 
real não nulo. 

Podemos afirmar que: 

a) A equação admite solução qualquer que seja m, m 0. 
b) Se | m | < 4 esta equação não apresenta solução real. 

c) Se m > 1 esta equação não apresenta solução real. 

d) Se | m | > 2 esta equação sempre apresenta solução real. 
e) Se m <4 esta equação não apresenta solução real. 


83) (ITA-89) Os valores de a, 0 <а < e a s n/2, para os quais a função f: IR>IR 
dada por f(x) = 4xº — 4х — tg? a, assume seu valor mínimo igual a — 4, são: 

a) т/4 e 31/4 b) 1/5 e 27/3 €) 1/3 e 21/3 

d) 1/7 e 21/7 e) 27/5 e 31/5 


84) (ITA-90) O conjunto das soluções reais da equação | In (sen?x) | = In (sen'x) é 
dado por: 
a) xe x= Z +k ke Z) 


с) [xe % :x=2kr, k eZ] 
е) (xe9i :x>0) 


Ы (хе ix=n+k 2, keZ) 
d) {хе :—1<х<1} 


85) (ITA-91) Sejam ae b constantes reais positivas. Para que a equação 
cos'x + (a— 1)cos x — (a + b)cosx +b = 0 


tenhas duas raízes reais distintas no intervalo [0, E devemos ter: 
2 


а)0<Ь<а—1 bo<b<a+l cja<b<a+2 
d)a+1<b<a+2 e)nda. 


86) (ITA-93) O conjunto das soluções da equação sen 5x = cos 3x contém o 
seguinte conjunto: 

а) (1/16 + Кл/5, k e Z} b) (1/16 + kz/3. k e Z} 

С) (14 +kn/3,keZ) — d)(m4 +km/2.k e Z) 

е) (т/4 +2kr, ke Z) 


87) (ITA-98) A soma das raízes da equação 
УЗівх — 3 sen2x + cos 2x =0 
que pertencem ao intervalo [0 , 2x), é: 
17: 
а) т b) les o) 157 d) Тал 137 
4 3 4 3 4 


— sen x.cos x = 1/m onde m é um número 


88) (ITA-06) Seja f: IR — IR definida por f(x) = 4/77 .ѕеп[5(х + л/6)] e seja B o 
conjunto dado por B = {x є IR: f(x) = 0). Se m é o maior elemento de B A (о, 0) 
e n é o menor elemento de B г (0, +), então m + n é igual a 

а)2л15 b)a/15 с)-л/30 d)-wl5 е)-2л/15 


89) (IME) Demonstrar que é isósceles o triángulo ABC cujos ângulos А e В 


2 2 


Қ А 
verificam a relação: кепе соз! e sen—cos! >. 


90) (IME-45) Discutir a equação sen 2x = m.tg x e resolvê-la para m = 1. 


91) (IME) Determine todas as soluções da equação trigonométrica: 
sen 9x + sen 5x + 2sen x = 1. 


92) (IME-58) Determine as relações que devem existir entre os ângulos M, N e P, 


para que se verifique a igualdade: 
2 
cos! M + cos? N + cos? P + 2.cos M.cos N.cos P = 1. 


tgx+tgy= = 
93) (IME-64) Resolva o sistema das equações: 


cotgx +cotg y = 


94) (IME-64) Que valores devem ser dados a m, na equação abaixo, para que os 
valores de x sejam os dos ângulos agudos de um triângulo retângulo? 

3tgx+ m'.cotg x=4m 
Quais são os ângulos”? 


95) (IME-65) Calcular o menor arco positivo x, diferente de zero, que satisfaz a: 
sen? Зх — sen? 2x = sen? x. 


96) (IME-72) Demonstrar que em um triângulo ABC, no qual os ângulos B e C 


# „ sen'B tgB , 2 L 
verificam a relação =—. é retângulo ou isósceles. 


sen'C tgC' 


97) (IME-81) Determine todos os valores de x, y e z, situados no intervalo fechado 
cosx +с052у = 0 

[0. т). satisfazendo ao sistema: 4 cos y +cos2z = 0 
соѕ2 +с052х = 0 
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98) (IME-83) Dada a equação ЗЕ += 6 Em. sen^x = 0, determine a condição a 


que deve satisfazer m para que se tenha pelo menos uma solução хо tal que 0 < x, < 
2n. 


99) (IME-86) a) Resolva a equação: 

m.cosx—(m+1).senx=m ,m €R. 
b) Determine m de modo que essa equação admita as raízes x` e x” cuja diferença 
seja 1/2. 


x+y=x 
100) (IME-89) Para que valores de 1, o sistema г 

sen x + sen у = log, € 
é possível e determinado. 


101) (IME-89) Mostre que, se os ángulos de um triángulo ABC verificam a 
igualdade sen 4A + sen 4B + sen 4C — 0 , então o triângulo é retângulo. 


102) (IME-91) Mostre que: Se num triângulo ABC vale a relação 
cos (B-C) 


M — = tg В então o triângulo é retângulo com ángulo reto A. 
sen А + sen (C-B) т 5 E ы 
tgix + tg'y = 


103) (IME-91) Resolver o sistema: tex tey sabendo que x e y 
Eis АСАД 


іру tgx 


n тл 
pertencem ao intervalo FII 


104) (IME-92) Encontre todas as soluções de secx —2cosx = 1 em [0,27]. 
105) (IME-93) Resolva a equação sen x — cos x = sen 2x — cos 2x — 1 
106) (IME-96) Encontre todas as soluções reais da equação apresentada abaixo, 


onde n e um numero natural: 
соѕ"х – ѕеп"х = 1 


2 
107) (IME-11) О valor de cos Tecos T. cos e é 


а)-І b)-05 с)0 4)0,5 el 
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108) (IME-15) O número dde soluções da equação cos 8x = sen 2x + g x+cotg x 


no intervalo [0, 2л) 6: 
(AJO (B) 1 (C)2 (D)4 (E) 8 


sen(2x) 1 


. As soluções dessa equação para 
tgx 2 


109) (IME-16) Seja a equação 


xe E: d forma um polígono no círculo trigonométrico de área. 
2 


1 
a) 3. БЕА 95 91 
ercícios 
Gerais 


110) Resolva a equação sen 18x + sen 10 x + sen 2x = 3 + cos 2x. 
111) Resolva e equação cos 3x.cos' x + sen 3x.sen! x = 0. 
112) Resolva a equação sen 2x + cos 2x + sen x + cos x * 150. 


зо ig? x = [= 008% 
113) Resolva a equação tg” x = ner 


114) Resolvas seguintes equaçó, 
a) sen3x = 3.sen x 

b) cos x + cos 2x + cos 3x =Ü 
c)tgx- tg2x = tg 3x 

d) 4.cos x.cos 2x.cos 3x = 1 


-2У/2 


е) sec x + cossec 
f) tg x + sec 2x 
g) cos 9x.cos 7x = cos 5x. cos 3x 

h) cos? x — cos x.sen x= sen xl 


115) Resolva o sistema de equações: 
COS X %со5у —COSZ 


cos2x+cos2y = cos2z 
cos3x+cos3y = cos3z 


116) Resolva a equação 4.sen2x.cos2x + 


=13.tg2x para xe [0, 2л] 
cos2x 


117) Resolva a equação 4cos* x —cos2x E * cos -1 


sen 3. 
118) Resolva a equação DX = 
sen2x 


119) Determine a soma das raízes de 34g? X + 8.tg x + 3 = 0 no intervalo [0, 27]. 
120) Resolva a equação cos бх + tg? x + cos 6x.tg x = 1. 

121) Prove que tg 20º.tg 40º.tg 80° = 5. 

122) Prove que cot 10ºcot 30?cot 50°cot 70º = 3. 


123) Demonstre que se os ángulos de um triángulo ABC verificam a relação 
cos ЗА + cos ЗВ + cos ЗС = 1, então um deles vale 120º. 


124) Demonstre que é retângulo o triângulo no qual se verifica a relação: 
sen В +ѕепС 


cos В +соѕС 


зеп А = 


125) Demonstre que é retângulo o triângulo no qual se verifica a relação 
sen C = соз A + cos В 


sen А +ѕеп В--зепС 


126) Os ângulos A, B e C de um triângulo satisfazem 
соз А +cosB+cosC 


Prove que um dos ângulos é igual а 60º. 
127) Se a, B, Ө e y são as raízes equação IS náo existindo pares 
de raízes cóngruas, mostre que tg a + teP+tg0+tgy=0. 


128) Se о, В, 0 e y são as quatro raízes da equação a.sen 4x + b.cos 4x + с = 0, não 
existindo pares de raízes cóngruas, mostre que tg o..tg. P.tg0.tgy=1. 
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129) Prove que. se 


(В+ Са) +tg (C+A-B)+tg (A +B-C)=tg (A+B +C), 
então A, B ou C é cóngruo a л/2. 


y+ Z+X O хау 
130) Prove que, se sen x + sen y + sen z = 4. sent | | z sen, entáo 


xtytz-km. 
131) Se cos 2x + cos 2y + cos 27 + cos (2х + 2y + 27) = 0, prove que x + y oux + Z 
ou y +z6 iguala (2405. 


132) Prove que tg? Wr tg MES tg” 2 ŠE são as raizes de 7x) -35x + 21x- 1 =0. 


133) Prove que eT. eed m são as raizes de x! + 7x! - 7x 7 - 0. 


134) Prove que cost cos e соз&® são as raízes de 8x' — 6x + 1 = 0. 


ап 


2n ón 8л ^ F 
= —, cos— e cos— são as raizes da equação 
135) Prove que cos 9? cos 9 9 9 


16х* + 8x! - 12x? - Ax € 1 7 0. 


A 2 6n d tr 
136) Determine a equação cujas raizes são sec 7 e demonstre 


22n 24m 267 
ір —— +187 ——= 21. 
que tg 71% 7 g 7 


4 ^ n 31 Sn 7л 9л 
137) Determine a equação cujas raizes são cos TÉ cos 1? cos 11 EP ecos 11 
138) "ea cn que: 
227 X cos 3x 5 
reos == I 
a) cos” 7 LES c 7 74 
Ы ogg 1 
r; 0:2" === 
ас EN 
¿Mm 9 
c) sen? T зеп? E sen 77. psen? ol 2 


d) cos .cos — + cos— cos 
e) sen sen 2E sen E = 7 
de 8 
227, 53m 
f) tg +" — «ig? — = 21 
g в 7 g 7 
) sec Men pect 
11 11 П 
Зл 5л 
h) Mon in sat 
i) cotg үкен "тр 
237 
j) te? S" mé 
dr 
E: 3 
Mt He 
epte en" 
1) sen? Z sen? ELIEL 
M 14 14 4 
5л 7л 
m) ѕес 4 | Í 2 == 
) o Sec secs -6 
3л 5л 
n) cot? E cot? 27. , cot? 
) 141-9909 O ta T =21 


„т ›2т 24" 
0) tg —+tg — =33 
B git Big as ге 


139) Prove que as raízes de x' + 4x? – 6x2 - 4x + 1=0 são T. elm E Re e 
uc 16 
A 


140) Prove que tg 10º, tg 70° e tg 130º são as raizes de V3x? -3x2 -3 3x +1=0. 


141) Prove que as raízes de x! – x° – 4x? +4x+1=0 são 2 созы. 21625 
15 15” 
2 co tr ° 2.cosl 47. 
15 15 
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Funções Trigonométricas 


5.1. INTRODUÇÃO 


No capítulo 2 deste livro foram definidas como são calculadas as funções 
trigonométricas no ciclo trigonométrico. Neste capítulo serão analisados todos os 
conceitos envolvidos no estudos das funções, como domínio, imagem, gráfico, 
amplitude, raízes, variação do sinal, crescimento e decrescimento. 


5.2. FUNÇÃO SENO 
v Considere o ciclo trigonométrico e o ponto 


P, imagem de um arco de comprimento x. Define- 
se a função seno (simbolicamente designada por 
sen) de um arco x como f: IR->IR que associa a 
cada x a ordenada do ponto P: 


f(x) = sen x = vp 


A partir desta definição pode-se determinar 
todas as propriedades da função seno. 


Domínio: O domínio da função f(x) = sen x é o conjunto dos números reais: 
DM = IR 


n x é o conjunto Im(f) = [— 1, 1]. 


Imagem: A imagem da função f(x) = set 


Sinal: A função f(x) = sen x é positiva para x pertencente ao primeiro ou segundo 
quadrantes e negativa para x pertencente ao terceiro ou quarto quadrantes: 
fix)=senx>0 <> 2kx «x «mx-2kn 
(ху "senx «0 <> m+ km cx «2n + 2kn 


Gráfico: O esboço do gráfico da função f(x) = sen x está dado abaixo: 


A curva definida por f(x) = sen x possui nome de senóide. Sendo IR o 
domínio de f(x) = sen x, o gráfico se estende indefinidamente para a esquerda e 
para a direita. 


Raízes: Como estudado no capítulo sobre equações trigonométricas, as raízes da 
função f(x) = sen x são da forma x = Кл, ke Z. 


Período: Observando o gráfico da função f(x) = sen x, verifica-se que seno é uma 
função periódica е seu período é 2л, ou seja: 
sen(x) = sen(x + 2л) = sen(x + 4n) =... 


sen(x + 2kn) ke Z 


Crescimento e Decrescimento: Observando o gráfico, conclui-se que a função 
f(x) = sen x é crescente para x pertencente ao 1º ou 4º quadrantes e é decrescente 
para x pertencente ao 2º ou 3º quadrantes: 


1 л x 
sen x é crescente <> id id 


3 т Зл 
sen x é decrescente <> E OE ses 2kr 


Paridade: Analisando a variação do sinal da função f(x) = sen x ao longo dos 
quadrantes, verifica-se que: 


і)звехе 190 > -xe4*Q > senx--sen (- x) 
і)зехе290 > -хє 3° 0) = sen —sen (- x) 
li)sexe3ºQ > -хє2° 0) > sen —sen (- x) 
iv)sexe4Q > -хе1%0 > ѕепх = – sen (- x) 


Portanto, independentemente do quadrante do arco x, tem-se 
sen (x) = — sen (— x), 
ou seja, f(x) = — f(- x), fazendo com que f(x) = sen x seja uma função ímpar. 


Injetividade e Sobrejetividade: Definindo domínio e contra domínio da função 
seno na forma f: IR-»[- 1, 1], conclui-se que f(x) = sen x é sobrejetora, porém não 
é injetora. Para que a função seno seja injetora, é necessário restringir o domínio 
para um intervalo em que a função é estritamente crescente ou estritamente 
тл 
72 


decrescente. Por exemplo, fazendo f: |- | 1, 1], f(x) = sen x é injetora. 


L 


AIT 
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5.2.1. Estudo da Função f(x) = A + B.sen (kx + 0) 


As propriedades da função f(x) = A + B.sen (kx + 0), são, de maneira geral, 
dependentes dos valores de A. B, k e 0 € IR. A única propriedade independente de 
A, B, ke 0 é o domínio, que continua sendo o conjunto dos número reais. 


A melhor maneira de verificar a dependência de f(x) = A + B.sen (kx + 0) 
com A, B, k e 0 é fixar o valor de três destas constantes e fazer, no mesmo sistema 
de eixos, gráficos de f(x) variando a quarta constante, verificando como se 
comportam estes gráficos. 


5.2.1.1. Dependência de f(x) = A + B.sen (kx + 0) com k 
Inicialmente façamos A = 0, В = 1,0 = 0 e variando o valor de К: 


Pelo gráfico, é possível identificar que o período de sen x é 27, o período de 


guindo com este raciocínio, o período da 


2n 
sen 2x é л e o período de sen 3x é E 


função f(x) = sen kx é 


5.2.1.2. Dependência de f(x) = A + B.sen (kx + 0) com O 
Fazendo А = 0, В = 1,К = 1 e variando o valor de 0: 


Do gráfico, verifica-se que 0 provoca um deslocamento da linha do gráfico 
para a esquerda, se O positivo, ou para a direta, se O negativo, em um valor de 0 
radianos. Isso faz com que sejam alteradas as raízes da função e, 
consequentemente, os intervalos em que a função é positiva ou negativa. Por 
exemplo, enquanto a função f(x) = sen x possui raizes em x = 2kr e é positiva para 


0 «x «m, a função g(x) EE +3) possui raízes em x = -5+ 2kr e é positiva 

x 5л 
para —<x<—. 
6 6 


5213. Dependência de f(x) = A + B.sen (kx + 0) com B 
Fazendo A = 0, k = 1, 0 = 0 e variando o valor de B: 


—2senx 


sen x 
m 


sen 3x 


Perceba que a função f(x) = sen x varia na forma — | < sen x < 1, enquanto 
que a função р(х) = 2sen x varia na forma — 2 < 2sen x < 2 e a função h(x) = 3sen x 
varia na forma — 3 < 3sen x < 3. Logo. pode-se afirmar que B determina a 
amplitude da função t(x) = Bsen x, onde — B < B.sen x < B. 


Note que se B < 0, há uma inversão do sinal do gráfico em relação à função 
sen x, como pode ser verificado no gráfico da função r(x) = — 2sen x. Entretanto, a 


amplitude se mantém mesmo рага B negativo: —2 < —2sen x < 2 


Para A = 0, k = 1, 0 = 0. independentemente do sinal de B, as raízes da 
função f(x) = Bsen x não são alteradas, sendo todas do tipo x = Кл, ke Z. 


КЕРТІК 
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5.2.1.3. Dependência de f(x) = A + B.sen (kx + Ө) com А 
Fazendo B = 1, k = 1, 0 = 0 e variando o valor de A: 


Pelo gráfico, é imediato concluir que A faz com que o gráfico da função 
fix) = A + sen x sofra um deslocamento vertical para cima, se A positivo, ou para 
baixo, se A é negativo, em A unidades de comprimento, Note que esse 
deslocamento vertical provoca uma alteração dos valores das raízes da função. 
determinadas situações, como na função f(x) = 2 + sen x, não existem valo! 
de modo que a função se anule. 


5.2.1.4. Resumo da Dependência de f(x) = A + B.sen (kx + 0) com A, B, k e O 


Abaixo segue um quadro com o resumo da dependência da função 
trigonométrica f(x) = A + B.sen(kx + 0) com os valores de A, B, k e 0: 


1) k define o período: P 


2) 0 desloca horizontalmente o gráfico. Se 0 > 0 o gráfico é deslocado para a 
esquerda e se 0 < 0 o gráfico é deslocado para a direita, em 0 radianos. 

3) B altera a amplitude do gráfico: — B < B.senx < B 

4) A desloca verticalmente o gráfico: Se A > 0 o gráfico deslocado para cima e de 
A < 0 gráfico é deslocado para baixo, em |A] unidades de comprimento. 


De posse dessas informações e dos valores de А, B. k e Ө, pode-se fazer о 
esboço do gráfico de qualquer função da forma f(x) = A + B.sen (kx + 0). Por 


exemplo, para desenhar o gráfico da função р(х) = 1--2sen (ж 45), basta fazer о 


2 
gráfico de uma senóide de período E z, deslocada em A radianos para a 


esquerda, com uma amplitude de duas unidades de comprimento e deslocada 1 
unidade de comprimento para cima: 


Note que todos os valores de A, B, k e O influenciam no cálculo das raizes de 
f(x). Para determinar as raízes de f(x) é necessário resolver a equação f(x) = 0. Por 


exemplo, na função g(x) = 1+ 2sen(4x 45), cujo gráfico foi representado acima, 


as raízes são dadas por: 


1+ aso 4x ©) =0 =» sen( 4x 45) = E onde existem duas situações: 


i 4x 279 yok = аха = OLI SI 
4 6 12 48 2 
Da pH =S UE КЗЫ 
4 6 12 48 2 


E 
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Considere o ciclo trigonométrico e o ponto 
P. imagem de um arco de comprimento x. Define- 
se a função cosseno (simbolicamente designada 
por cos) de um arco x como f: IR—IR que associa 
a cada x a abscissa do ponto P: 


5.3. FUNCÀO COSSENO 


f(x) = cos x ^ up 


A partir desta definição pode-se determinar 
todas as propriedades da função cosseno, 


Domínio: O domínio da função f(x) = cos x é o conjunto dos números reais: 
DM = IR 


Imagem: A imagem da função f(x) = cos x é o conjunto Іт) = [= 1, 1]. 


Sinal: A função f(x) = cos x é positiva para x pertencente ao primeiro ou quarto 
quadrantes e negativa para x pertencente ao segundo ou terceiro quadrantes: 


Ra) =cosx>0 «> pea. ШЕГІ 


y 
fix) =cosx<0 <> 5; dex 7 кт 


Gráfico: O esboço do gráfico da função f(x) = cos x está dado abaixo; 


a E 


A curva definida por f(x) = cos x possui nome de cossenóide. Sendo IR o 
domínio de f(x) = cos x, o gráfico se estende indefinidamente para a esquerda e 


para a direita. 
Raízes: Como estudado no capítulo sobre equações trigonométricas, as raízes da 


função f(x) = cos x são da forma x =5+ kx ‚keZ. 


Período: Observando o gráfico da função f(x) = cos x verifica-se que cosseno é 
uma função periódica e seu período é 2x, ou seja: 
cos(x) = cos(x + 2л) = cos(x + 4n) =... = cos(x + 2Кл), ke Z 


Crescimento e Decrescimento: Observando o gráfico, conclui-se que a função 
f(x) = cos x é crescente para x pertencente ao 3º ou 4º quadrantes e é decrescente 
para x pertencente ao 1º ou 2º quadrantes: 
cos x é crescente <> m-2kn«x«2n42kn 
cos x é decrescente <> 2km<x<r+2kn 


Paridade: Analisando a variação do sinal da função fix) = cos x ao longo dos 
quadrantes verifica-se que: 
)sexe IQ > -хе4%0 


> cosx= cos (- x) 
i)sexe22Q > -xe3Q > 
ES | 

> 


cos x = cos (— x) 
соз x = fos (- x) 
соз x = cos (- x) 


sexe3Q > -xe2Q 
iv)sexe4Q > -xe I° Q 


Portanto, independentemente do quadrante do arco x, tem-se 
cos (x) = cos (— x), 


ou seja, f(x) = – f(— x), fazendo com que f(x) = cos x seja uma função par. 


Injetividade e Sobrejetividade: Definindo domínio e contra domínio da função 
cosseno na forma f: IR>[- 1, 1]. conclui-se que f(x) = cos x é sobrejetora, porém 
não é injetora. Para que a função cosseno seja injetora, é necessário restringir o 
domínio para um intervalo em que a função é estritamente crescente ou 
estritamente decrescente. Por exemplo, f: [0, T]>[= 1, 1], f(x) = cos x é injetora. 


5.3.1. Estudo da Função f(x) = A + B.cos (kx + 0) 


Pelo fato de cosx = E - 3! todo o estudo realizado para a função g(x) = 


A + B.sen (kx + 0) é válido para a função f(x) = A + B.cos (kx + 0), a saber: 


1) k define o período: p. E 


2) Ө desloca horizontalmente o gráfico. Se 0 > 0 o gráfico é deslocado para a 
esquerda e se 0 < 0 o gráfico é deslocado para a direita, em 0 radianos. 

3) B altera a amplitude do gráfico: — B < B.cos x < B 

4) A desloca verticalmente o gráfico: Se A > 0 o gráfico deslocado para cima e se 
A <0 o gráfico é deslocado para baixo, em |A| unidades de comprimento. 


с> 
E 
E 
с 


5.4. FUNÇÃO TANGENTE 


Considere um eixo t. com origem em A e 
paralelo ao eixo v. Esse eixo é conhecido como 
eixo das tangentes. O ponto P é a imagem do 
arco 0 sobre a circunferência trigonométrica. A 
reta OP intercepta o eixo t em um ponto de 
posição tp. 


A função definida como 


tangente é 


вк - Poa] IR que associa а cada 0 a 
2 


posição tp sobre o eixo das tangentes. 


f(x) ^ tg x 7 lp 


A partir desta definição pode-se determinar todas as propriedades da função 
tangente. 
Domínio: O domínio da função f(x) = tp x é o conjunto dos números reais 


x 7. 
diferentes dos arcos da forma = + Кл, ke Ж: 


рй = (к). 


Imagem: A imagem da função f(x) — tg x é o conjunto Im(f) = IR. Assim, para 
cada y real, sempre existe um real x de modo tp x = y. 


Sinal: A função f(x) = tg x é positiva para x pertencente ao primeiro ou terceiro 
quadrantes e negativa para x pertencente ao segundo ou quarto quadrantes: 


2 2k 2k: малынды 
Юд-ех>0 > 2л<х<-42Кл ou л+2Кл<х 2 


Зл 
т k: қ " 
fx)" tgx «0 = e T ou тж +2kr <x < 2kr 


Raízes: Como estudado no capítulo sobre equações trigonométricas, as raízes da 
função f(x) = tg x são da forma х = Кл , ke Z. 


in А Capítulo 2. Funções Trigonométricas 
Gráfico: O esboço do gráfico da função f(x) = tg x está dado abaixo: 
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A curva definida por f(x) = tg x possui nome de tagentóide. Note que o 
traçado do gráfico se estende indefinidamente para a esquerda e para a direita. 

As linhas pontilhadas no gráfico são retas denominadas de assíntotas e são 
traçadas passando pelos pontos do eixo x em que a função tangente não é definida. 
As assíntotas caracterizam uma aproximação, porém o gráfico da função não pode 
intersectar a assíntota. A ideia é que o gráfico da função se aproxime das assíntotas, 


ESI т 
nos pontos próximos de x = + Кл, de modo que a distância do gráfico а cada 


assíntota tende a zero. 


Período: Observando o gráfico da função f(x) = tg x, verifica-se que tangente é 
uma função periódica e seus valores se repetem entre duas assíntotas consecutivas, 
motivo pelo qual o período da função tangente é x, ou seja: 


12(%) = tg(x +m) = tg(x + 2л) =... = tg(x + Кт), ke Z, x z kx 


Crescimento e Decrescimento: Observando o gráfico, conclui-se que a função 


f(x) = tg x é crescente apenas quando o domínio da função é um intervalo real entre 
È 3 тл Л 
duas assíntotas consecutivas. Por exemplo, a função 5-1. HE f(x) = tg x é 


estritamente crescente. Caso o domínio nào esteja totalmente contido entre duas 
assíntotas, a função f(x) = tg x nào será crescente. Por exemplo, tome uma função 


definida como s(4 Tr, dada por g(x) = tg x. Repare que, apesar de 


TE tem-se ЗЕКЕН fazendo com que essa função não seja 


crescente. 


tg(—x ES 
El cos(-x) COS X И) 
Portanto, independentemente do quadrante do arco x, tem-se 
tg (x) =- tg (7X), 


ou seja, f(x) = — Қ- x), fazendo com que f(x) ^ tg x seja uma função impar. 


Injetividade e Sobrejetividade: Definindo domínio e contra domínio da função 
tangente na forma f: IR (En) — IR, conclui-se que f(x) = tg x é sobrejetora, 


ário 


porém não é injetora. Para que a função tangente seja injetora, é ne 
restringir o domínio para um intervalo entre duas assintotas consecutivas, onde a 


função é estritamente crescente. Por exemplo, fazendo (55, z) AR, f(x) 


tg x 


é injetora. 
5.4.1. Estudo da Função f(x) = A + B.tg (kx + 0) 


Comparativamente ao estudo detalhado realizado sobre a influência dos 
valores de A, B, k e O sobre a função A + B.sen (kx + 0), existem sutis diferenças 
em relação ao estudo da função A + B.tg (kx + 0). O período ainda continua sendo 
definido pelo valor de k. Se x é o período da função tg x. o período de uma função 


da forma A + B.tg (kx + 0) é 1: Porém, na função A + B.tg (kx + 0), o período 


ganha uma nova importância. pois coincide com a distância entre duas assíntotas 


consecutivas. 
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O valor de 0 continua indicando um deslocamento horizontal do gráfico, em 
relação ao gráfico de tg x. Se 0 > 0 o gráfico é deslocado 0 radianos para a esquerda 
ese 0 <0 o gráfico é deslocado para a direita. 

No valor de B reside a maior diferença em relação ao estudo da função seno. 
Enquanto que B definia os valores máximos e mínimos de A + B.sen (kx + 0), no 
estudo de A + B.tg (kx + 0) o valor de B não tem essa função, uma vez que a 
função A + B.tg (kx + 0) atinge valores arbitrariamente pequenos e arbitrariamente 
grandes, ou seja, valores que tendem a menos infinito e mais infinito. No caso da 
tangente, B influencia no quão rápido a função assume valores altos ou baixos e 
também influencia no valor das raízes da função A + B.tg (kx + 0). 

O valor de A continua fazendo o gráfico sofrer um deslocamento vertical. Se 
A > 0 о deslocamento será para cima e se А < 0 deslocamento é para baixo. Note 
que esse deslocamento também influencia nos valores das raízes da função. 

Com essas informações, é possível fazer um esboço do gráfico da função 


fix) = -14 Ма), onde о período vale n 2n. 


3/ x 
EZ d 
As raízes são determinadas fazendo f(x) = 0: 
а(х.) о Un) zs). XE 
HOE Sad) d Mo SET 7 


х=-®+2кл 
3 


5.5. FUNÇÃO COTANGENTE 


Considere um eixo c, com origem no 
ponto B, paralelo ao eixo u e tangente ao ciclo 
trigonométrico. Esse eixo é conhecido como 
eixo das cotangentes. O ponto P é a imagem do 
arco x sobre a circunferência trigonométrica. A 
reta OP intercepta o eixo c em um ponto de 
posição Cp. 

A função cotangente é definida como 
FIR — Кл — IR que associa a cada x a posição 
ep sobre o eixo das cotangentes. 


fix) = cotg x = cp 


A partir desta definição pode-se determinar todas as propriedades da função 
cotangente. 


Domínio: O domínio da função f(x) = сод x é o conjunto dos números reais 
diferentes dos arcos da forma kx, ke %: 
D(f) = IR km, 


Imagem: A imagem da função f(x) = cotg x é o conjunto Im(f) = IR. Assim, para 
cada y real, sempre existe um real x de modo cotg x = y. 


Sinal: A função f(x) = cotg x é positiva para x pertencente ao primeiro ou terceiro 
quadrantes e negativa para x pertencente ao segundo ou quarto quadrantes: 


Кх) - cotgx» 0 < 2kr<x < 4 kn ou л+2кт<х<°®+2Кт 


Кх) =cotgx<0 e» Pr 2kn< x< m+ 2kn ou 29 Lok cx <2kn 


as raízes da 


Raízes: Como estudado no capítulo sobre equações trigonométric: 


função f(x) = cotg x são da forma x = т Кл ,keZ. 


Gráfico: O esboço do gráfico da função f(x) = cotg x está dado abaixo: 
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A curva definida por f(x) = cotg x possui nome de cotangentóide. Note que o 
traçado do gráfico se estende indefinidamente para a esquerda e para a direita. 
. As assíntotas do gráfico da cotangente são traçadas passando pelos pontos do 
eixo x tais que x = kx. 


Período: Observando o gráfico da função f(x) = cotg x, verifica-se que cotangente 
é uma função periódica e seu período é л, ou seja: 
cotg(x) = cotg(x + л) = cotg(x + 2л) =... = cotg(x + Кл), ke Z, x + Кл 


Crescimento e Decrescimento: Observando o gráfico, conclui-se que a função 
f(x) = cotg x é decrescente apenas quando o domínio da função é um intervalo real 
entre duas assíntotas consecutivas. Por exemplo, a função f:0, т) IR, 
f(x) = cotg х, é decrescente. Caso o domínio nào esteja totalmente contido entre 
duas assíntotas, a função f(x) = cotg x não será decrescente. 


Paridade: Como cotg(-x) = 


1 
te(=x) т (к) =-cotg(x), segue diretamente que 


f(x) = cotg x é uma função ímpar. 
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Injetividade e Sobrejetividade: Definindo domínio e contra domínio da função 
cotangente na forma f: IR — kx — IR, conclui-se que f(x) = cotg x é sobrejetora, 
porém não é injetora. Para que a função cotangente seja injetora, é necessário 
restringir o domínio para um intervalo entre duas assintotas consecutiv: 
função é estritamente crescente. Por exemplo, a função f:(0, л) ->ІК, f(x) 


injetora. 


5.6. FUNÇÃO SECANTE 


Y O ponto P é a imagem de um arco x 


sobre a circunferência triponométrica. А 
reta s é tangente ao ciclo trigonométrico em 
P. Seja sp a posição do ponto que é 
interseção da reta s com o eixo u. 

A função secante é definida como 


: T ; 
FR (E + kn) > IR que associa a cada x 
a posição sy sobre o eixo u, 

fix) = sec x = sp 


A partir desta definição, pode-se determinar todas as propriedades da função 
secante. 


Domínio: O domínio da função f(x) = sec x é o conjunto dos números reais 


Re x 
diferentes dos arcos da forma —+ Кл, ke 


р) = IR (Eua). 


Imagem: A imagem da função f(x) = sec x é o conjunto Im(f) = IR = |= 1, Ц. 
Sinal: A função f(x) = sec x é positiva para x pertencente ao primeiro ou terceiro 
quadrantes e negativa para x pertencente ao segundo ou quarto quadrantes: 
x 
х) = ѕесх> 0 <> -у+2Жт<х < t2kx 


л 3л 
f(x)=secx<0 <> 5 +2km<x «T 2Kkn 


Raízes: A função f(x) = sec x não possui raizes. 


Gráfico: O esboço do gráfico da função f(x) = sec x está dado abaixo: 
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A curva definida por f(x) = sec x possui nome de secantóide. Note que o 
tracado do gráfico se estende indefinidamente para a esquerda e para a direita. 
As assíntotas do gráfico da secante são traçadas passando pelos pontos do 


eixo x tais que x = EE Кл. 


Período: Observando o gráfico da função f(x) = sec x, verifica-se que secante é 
uma função periódica e seu período é 2л. 


Crescimento e Decrescimento: Observando o gráfico, conclui-se que a função 
f(x) = sec х é crescente рага x pertencente ao 1º e 2º quadrantes e é decrescente 
para x pertencente ao 3º e 4º quadrantes: 
sec х é crescente <> 2Кл<х<л+2Кл 
sec х é decrescente <> л+2Кл<х<2л+2Кл 


1 
cos(=x) cos(x) 


Paridade: Como ѕес(-х) = =sec(x), conclui-se que f(x) = sec x 


é uma função par. 
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| 


HMM 


Injetividade e Sobrejetividade: Definindo domínio e contra domínio da função 
secante na forma f: IR (Era jo = 1, Ц conclui-se que f(x) = sec x é 


sobrejetora, porém não é injetora. Para que a função secante seja injetora, é 
necessário restringir o domínio para um quadrante do ciclo trigonométrico, onde a 
função é estritamente crescente ou decrescente. Por exemplo, fazendo 


f fo 3) IR, f(x) = sec x é injetora. 


5.7. FUNÇÃO COSSECANTE 


O ponto P é a imagem de um arco x 
sobre a circunferência trigonométrica. A 
reta r é tangente ao ciclo trigonométrico em 
P. Seja tp a posição do ponto que é 
interseção da reta s com o eixo v. 


secante é definida como 
cia a cada x 


A função cos 
FIR kr IR, ke Z, que as: 
a posição rp sobre o eixo v. Assim, pode-se 
afirmar que: 


ПХ) = cossec x = rp 
A partir desta definição pode-se determinar todas as propriedades da função 
cossecante. 


Domínio: O domínio da função f(x) = cosssec x é o conjunto dos números reais 
diferentes dos arcos da forma kx, ke 2: 
D(f) = IR ~ kx. 
Imagem: A imagem da função f(x) = cossec x é o conjunto Im(f) = IR — ]- 1, I[. 
Sinal: A função f(x) = cossec x é positiva para x pertencente ao primeiro ou 
segundo quadrantes e negativa para x pertencente ao terceiro ou quarto quadrantes: 
f(x) =cossecx>0 <> 2km<x<m+2km 
f(x) =cossecx <0 <> л+2Кл<х<2т+2Кл 


Raízes: A função f(x) = cossec x não possui raízes. 


Gráfico: O esboço do gráfico da função f(x) = cossec x está dado abaixo: 


Y^ 
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A curva definida por f(x) = cossec x possui nome de cossecantóide. Note que 
O traçado do gráfico se estende indefinidamente para a esquerda e para a direita. 
y As assíntotas do gráfico da cotangente são traçadas passando pelos pontos do 
eixo x tais que x = Кл. 


Período: Observando o gráfico da função f(x) = cossec x, verifica-se que 
cossecante é uma função periódica e seu período é 2л. 


Crescimento e Decrescimento: Observando o gráfico, conclui-se que a função 
f(x) = cossec x é crescente para x pertencente ao 2º ou 3º quadrantes e é decrescente 
para x pertencente ao 1º ou 4º quadrantes: 


А Зл 
cossec х é crescente <> —+2kt<x<>+2kx 
2 


Nja 


А x 
cossec x é decrescente «> —Z+2ka< x « + Oka 
T 2 


1 
sen(-x) 
f(x) = cossec x seja uma função ímpar. 


Pari Ë 4 К 
Paridade: Como cossec(—x) = --совзес(х), conclui-se que 


1i 
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Injetividade e Sobrejetividade: Definindo domínio e contra domínio da função 
cossecante na forma f: IR — kx—IR — ]— 1, Ц conclui-se que f(x) = cossec x é 
sobrejetora, porém nào é injetora. Para que a função cossecante seja injetora, é 
necessário restringir o domínio para um quadrante do ciclo trigonométrico, onde a 
função é estritamente crescente ou decrescente. Por exemplo, fazendo 


Ё 0, z] IR, f(x) = cossec x é injetora. 


5.8. PERÍODO DA SOMA DE DUAS FUNÇÕES PERIÓDICAS 


5.8.1. Teorema: Se uma função h é definida por h(x) = f(x) + p(x), onde f tem 
período P e g tem período "d com pi, pz, qi, q2 € Z e mde (pi, qi) = mde (pa, q2) 
En 1 


= 1, então o período de h(x) é mme(p,, Pa), 
mdc(q,, 4.) 


Demonstração: 


Se р é o período de f(x), segue que f(x) = (% D 23! ke 2 
1 q 


Se È 6o período de р(х), segue que р(х) = is 4 ыз), Кє? 


Se M = mmc (pi. p»), sabe-se que existem h; e h; € com mde (hy, h;) = 1, de 
modo que pi.hi = M e p.h; = M. Se N = mde (qı, q2), sabe-se que existem Кі e k € 
Z, com тас (kı, k2) = 1, de modo que k,.N = q, e ko.N = д. Note que: 


Қам) (М) (ы М) x Lipi rg xa DIDI 
N N N ч, 8; 
k k, 


1 


Қ x)-(: +h,k, ШЕ h,k, Р; | ={(х)+р(х) = h(x) 
N 9 4. 
Este resultado demonstra que м é período de h(x). Porém, como тас (hiki, Ко) 


7 М, j M N 
= 1, conclui-se que N é menor valor racional em que h(x)=h| x Sis , ou seja, 


x © о período da função h(x). 


Capitulo 5. Funções Trigonométricas 


O resultado deste teorema também é válido para uma quantidade aleatória de 


funções no somatório. Assim, se f, tem período P. f tem período Be f, tem 


i q 


período 5. сот pi, 4. Р, 4, ..., ра. Qu EZ, então a função h(x) = fi(x) + f(x) +... 


mmc(p, 
mdc(q,, q 


n) 
q.) ` 


+ f(x) é periódica e seu período vale 


Este teorema pode ser aplicado para calcular o período da soma de funções 


trigonométricas. Por exemplo, suponha que f(x) = sen (=) e g(x) = ex (A) 
28 


E , 27.196 Á 2x 56 
о do da fi —== pés = ре 
período da função f é 451715 ео período da função g é ТЫЙ 75: Desta 
98 28: 


forma, o período da função h(x) = fix) + g(x) vale тишс(196, 56)! = EU 
тс(45, 75) 15 
Perceba que o teorema anterior é restrito a funções cujos períodos sejam 
número racionais. Contudo, em funções trigonométricas é muito comum o período 
ser da forma 27, i ou qualquer outro múltiplo de л, que é sabidamente um número 


irracional. Deste modo, é necessário estender a abrangência do teorema sobre o 
período da soma de suas funções para o caso em que os períodos sejam múltiplos 
de um mesmo número irracional. 


5.8.2. Teorema: Se uma função h é definida por h(x) = f(x) + р(х), onde f tem 
Pz 


período ө e g tem período q, com g irracional e pi, ps qi, Ф € Z e mde (pi, 
1 


qu) = тас (р, q2) = 1, então o período de h(x) é mme(p,, Pa), > 
тас(9,, 4.) 
Demonstração: 


Se Pe € o período de f(x). segue que f(x) = (% Eu kez 
1 q 


Se Pie € o período de g(x), segue que нох + JI ke Z 
4. 4 


u 


ИЙНИН 


Se М = mmc (pi. p2), sabe-se que existem hı e h; е Z, com тас (hi, h>) = 1, de 
modo que p;.h; = Мер. = M. Se N = тас (91. q»). sabe-se que existem Кі e k е 
Z, com тас (Ку, К) = 1, de modo que k;.N = qi e k>.N = q>. Note que: 


ШЕЛ hop 

x+ +g| x+ Ф| = 
A ШЕ 37 
k, k, 


(е) roma Ba) eot Lo). Гох) + g(x) = х) 
q 2 


Este resultado demonstra que Mo é período de h(x). Porém, como mde (hiki, h;k;) 
n M. 3 M i 
= 1, conclui-se que N é menor valor racional em que h(x) = h| x + Nº , OU seja, 


Mo é o período da função h(x). 


Aplicando este teorema é possível determinar o período da soma de funções 
do tipo sen ax, cos bc ou tg cx, com a, b e c racionais. Por exemplo, considere que 
2л 


2х > A 51 5 4 
х) = seno e g(x) = um. O período da função f é E e o período da 


2x 35т 


função g é ST Desta forma, o periodo da função h(x) = f(x) + g(x) vale 
35 

mmc(5. 35) .35n 

mde(6, 9) 18” 


5.8.3. Teorema: Se uma função h é definida por h(x) = f(x) + g(x), onde f tem 
E T 

período T; e g tem período T», a função h será periódica se e somente se Es for um 

2 

nümero racional. 

Demonstração: 

Se T for um número racional então T, e Т; são racionais ou múltiplos de um 

mesmo nümero racional. Os dois ültimos teoremas garantem que h(x) é periódica. 

Suponhamos agora que h é periódica e seu periodo é Т;, ou seja, h(x) = h(x + Tx). 


dos outros, onde segue direto a conclusão do teorema. Suponhamos, então, que as 
funções f(x + Ts) — f(x) e g(x + T;) — g(x) não são identicamente nulas. Assim: 
fix + Ts + T) - f(x + Т) = f(x + T;) - fx) 
B(x + Ts + To) — р(х + T2) = g(x + Ts) — р(х) 

Desta forma, a função f(x + Tx) — f(x) é periódica de período Т,’ = T,/p, para 
algum p inteiro maior ou igual a zero. Analogamente, a função g(x + Тз) — g(x) é 
periódica de período Т,’ = T>/q, para algum q inteiro maior ou igual a zero. Por 
outro lado: 

Nx + T) 109 + р(х + T)-g(x) = (х + T)-h(x)20 > 
fix + Ts) — f(x) = g(x) — g(x + T3) 

Portanto, conclui-se que as funções fix + Ts) — fix) e g(x + T) — g(x) 
possuem o mesmo período, ou seja: 

TT T, 
ZEE] Bj EL 
Pq T, 


Este teorema permite determinar se a soma de duas funções resulta ou não em 

uma função periódica. Por exemplo, considere a função h(x) = sen х + cos mx. O 

i 4 А f, 2 

periodo da função sen x é 2z e o período da função cos nx é 2. Como Lund 

> 

não é um número racional, segue, por este teorema, que a função definida por 
h(x) = sen x + cos zx não é uma função periódica. 


Exercícios Resolvidos 47” 


1) (Ciaba-05) O período e o conjunto imagem da função f(x 


são, respectivamente. 

a) 1/2; [1,5,2,5] b) z; [-0,5,2] 
d) 1/2; [-0,5,0,5] е) 2л; [1,5,2,5] 
Solução: Alternativa E 


с) 2r; [0,5,2] 


É conhecido o fato que (2) = ѕепх. Assim: f(x)= 2-1 ғал. 


Desta forma, о período de f(x) é o mesmo período de sen х, que é 2л. 


AM LI 1 1 
Além disso: – 1 <senx<1 > -у%у5е®х<— > Lenz s > 
2: 2 2 2 


1 
2 


1 3 1 
т > 5<2-—-senx<— 
2 2 2 2 2 


Consequentemente, a imagem de f é o conjunto [1,5 , 2,5] 


MIU 


2) (Fuvest-95) Dentre os números a seguir, o mais próximo de sen50º é: 


a) 0. b) 0,4. c) 0,6. d) 0.8. е) 1,0. 
Solução: Alternativa D 
Sabe-se que sen 45º = 2 0,707 е sen 60º = RH = 0,866. 


Como a função f(x) = sen x é crescente no intervalo 0 < x < 90º (intervalo onde se 
encontra o 50º) e sendo 45º < 50º < 60º, segue que sen 45º < sen 50º < sen 60º, ou 
seja, 0,707 < sen 50º < 0,866. 

Dos valores apresentados nas alternativas, o único pertencente ao intervalo 
[0.707 , 0.866] é 0,8. 


3) (UFPE-95) Considere а função f(x) = ѕеп(х? + 2), definida para x real. Analise as 
seguintes afirmações: 
1 - f é uma função periódica. 
2 - fé uma função par. 
3 - f(x) = 0 exatamente para 32 valores distintos de x no intervalo [0, 10]. 
4 - f(x) = 2 + sen? x para todo x € IR. 
5- A imagem de f é o intervalo [1,3]. 
Solução: 
1 - Suponhamos que f(x) = sen (d + 2) é periódica, Assim, existe um T 7 O tal que, 
para todo xe IR, tem-se f(x) = f(x + Т) => зеп(х + 2) = sen [(x + TY 2] 
i) x? -2xT T222 x! £2 2kn. => 2ХТ 4 Т = 2Кл, ou seja, T depende de x, 
que é um absurdo, pois T é constante 


ii) x? + 2xT + T + 2 = z — 2 + 2 + 2k 2xT + T! = (2k — 1)л, ou seja, Т 
depende de x, que é um absurdo, pois T é constante 
Assim, f(x) = sen (x! + 2) nào é periódica e a afirmativa é FALSA 


2-f(-x)-sen[C x) + 2] = ѕеп (х2 +2) = х) => fépar > 

afirmativa VERDADEIRA 

3-х) 20 <> ѕеп(х2+2)=0 => x'*2-kx 
102 

sks— 

x n 

existem 32 inteiros possíveis para k, cada um associado a uma solução diferente 

afirmativa VERDADEIRA 

4 - Sabe-se que, de maneira geral, sen (A + B) # sen A + sen B 


Se x e [0, 10] então 2 «kr < 102 => > 06<k<33 > 


afirmativa é FALSA 
5 — Independentemente do arco 0, sabe-se que — 1 < sen 0 < I, fazendo com que 
-1<Қх)<1 


afirmativa é FALSA 


4) (UFPR-13) O pistão de um motor se movimenta para cima e para baixo dentro 
de um cilindro. Suponha que em um instante t, em segundos, a altura h(t) do pistão, 
em centímetros, possa ser descrita pela expressão: 

h(t) ааа) 4 

0,05 

a) Determine a altura máxima e mínima que o pistão atinge. 
b) Quantos ciclos completos esse pistão realiza, funcionando durante um minuto? 
Solução: 


a) Sabe-se que os valores que todo seno pode assumir variam entre — 1 e 1. Assim: 
2: 
-Issen Em ES! —4<4.sen 2% <4 0<4.зеп| 27 |+4<8 
0.05 0,05 0,05 


Deste modo, o valor máximo de h(t) é 8 е o valor mínimo é 0. 


2 
b) O período de h(t) vale: p == =0,055 
0,05 
Assim, em um minuto são realizados п ciclos completos, de modo que: 
60 
n= —=1200 
0.05 


5) (AFA-03) Simplificando a expressão 
sen (= -х) + cos (4л-х) + tg E -х) 


obtém-se uma nova expressão E. O conjunto domínio, о conjunto-imagem e o 
período da função f(x) = E são, respectivamente. 


aj(xeR|xzkr,k eZ}, R, z b) R, [-1, 1], 27 
с) (xeR|x# Z +k, K eZ}, R, x d) {x€ R|xzkz, K e Z}, [-1, 1], 27 


Solução: Alternativa A 
Desenvolvendo a expressão: 


Essen (Z -x)tcosar-ore( Lx] B=-cosxecosx (22) > 


x x 
ЕЕ 


Domínio: 


Зл п x 3n 
-x*kn— -x*kme—- 
2 2 97,2 


-x£kn-z = х#-Кл+л > 
хжт(1-К) > x#kr, keZ 
Imagem:: R Período: л 


k. AADO 5 fimçõos Trigonomótricas | 


cos 2x i 
3 ide: ã i = ——əa— tes 
6) (AFA-03) Considere a função real definida por y UU e as seguinte: 
afirmações: 


ГА função é decrescente em todo seu domínio. 


2 mi 
II — O gráfico da função apresenta assíntotas nos arcos = + Кт, кє Z. 


š 3 т 
Ш-А função é negativa em [o 1 


IV — A função admite inversa em [© z] 


São verdadeiras somente as afirmações contidas nos itens, 
a)lell c) IN e IV 
b) Пеш d)leIV 
Solução: NÃO HÁ ALTERNATIVA CORRETA 
Desenvolvendo y: 
cos2x cos? x -sen^ x _ (cosx -sen x)(cosx + зеп x) _ 


С 1+зеп2х cos x+sen?x+2.senx.cosx 


Visa ~) 
_ cosx—senx 4 


«gostos Аах) 
cosx--senx Vicos(2-x) 4 
э? 


Portanto, o esboço do gráfico de у é: 


y 


Tri 


' 

' 

' 

' 

' 

' 

' 

' 

i 

H Зл SN 7л 
41 4 

Í 

' 

' 

' 

1 

D 


а 444 


ој 
=. ЧГ. metrum t 
a] 


1- Falsa 

y é decrescente somente entre duas assíntotas consecutivas, náo em todo seu 
domínio 

Por exemplo z > z/2 e 1 = f(x) > f(1/2) =- 1. 


П - Falsa 


-efx zl tende a + © quando х-2 


Ш - Falsa 
Pelo gráfico, f(x) > 0 para — 1/4 < x < 1/4 
IV — Falsa 


Note que o contra-domínio não foi informado, não sendo, portanto, possível afirmar 
nada sobre sua sobrejetividade. A informação “função real “ significa apenas que a 
imagem de y é um subconjunto dos reais. Por mais que entre duas assíntotas 
consecutivas a função seja injetiva, y seria bijetiva em [0, 7/2] caso o contra- 
domínio fosse [— 1, 1]. 

Comentário: 

Acredita-se que a banca examinadora pretendia que os itens corretos fossem I e IV. 


7) (Insper-14) A figura mostra o gráfico da função f, dada pela lei 
f(x) = (sen x + cos x)! — (sen x — cos x)* 
A fo) 


о Hog de a, indicado no eixo das abscissas, é igual a 
т 4n Зл Sr 2x 

a) 12 b) 9 [2] n d) 5 e) 5 

Solução: Alternativa A 

A expressão de f pode ser simplificada: 

fix) = (sen x+cos x)! — (sen x — cos x) 

sen? x + cos? x + 2sen x.cos xy - (se 

l-*sen 2xy-(1 — sen 2: 

= 4sen 2x 


(sen x + cos хур — (sen x — cos х)?] 
+ cos? x — 2sen x.cos х)? 
=(1 + ѕеп 2х + | — sen 2x)(1 + sen 2 


Pelo gráfico, a é uma das abscissas corresponde a ordenada y = 2: 
1 


Қа)-2 => 4sen2a=2 > sen2a= 


)2a2Í«2km > а= іл (1) 
6 12 
i)2a-z— 42km => a+ (2) 
6 12 


Pelo gráfico, а é o segundo menor valor positivo em que f(x) = 2. Observando as 


+ TEN 5л 
soluções (1) е (2) conclui-se que o segundo menor valor positivo é a = 19: 


8) (UFPE-04) O PIB (Produto Interno Bruto, que representa a soma das riquezas е 
dos serviços produzidos por uma nação) de certo país, no ano 2000 + x, dado, em 
bilhões de dólares, por P(x) = 500 + 0,5x + 20cos(nx/6) onde x é um inteiro não 
negativo. 
a) Determine, em bilhões de dólares, o valor do PIB do país em 2004, 

b) Em períodos de 12 anos, o PIB do país aumenta do mesmo valor, ou seja, 
Р(х + 12) – Р(х) é constante. Determine esta constante (em bilhões de dólares). 
Solução: 

a) No ano de 2004 tem-se que x vale 4. Assim, o PIB de 2004 vale: 

P(4) = 500+ 0.5.4+ 2o.cos( 45) =500+2+ 20(-+)- 502-10-492 


b) Р(х + 12) - Р(х) = 


a 
= 500+0,5.(x +12) + 20: SDE 


" 


6 


зоа 85) зн na зон) - e 


9) (AFA-05) Sabendo que о gráfico abaixo é da função у = а + sen bx, pode-se 
afirmar que a + b é um número 


%0-05х-20со 51) 


&-64 


= 506 + 


Dudum 


c) divisor de 18. d) múltiplo de 7. 


Solução: Alternativa A 
Note que o gráfico está deslocado 1 unidade рага cima, fazendo com que a = 1. 


2n 2n 2n 
pl = AM > 

b 3 b 
Assim: a + b = 1 + 3 = 4, que é um número par. 


b=3 


10) (ITA-98) Seja f:  —5 a função definida por: 
f(x) = 2sen 2x — cos 2x 
Então: 
a) fé impar e periódica de período л. 
b) f é par e periódica de período 1/2. 
c) f não é par nem ímpar е é periódica de período л. 
d) f nào é par e é periódica de periodo 7/4. 
e) f nào é ímpar e não é periódica. 
Solução: Alternativa C 
A expressão dada pode ser transformada em um seno da diferença de dois arcos: 


H 
f(x)= 5[2®изх-®езк =vV5.sen(2x-0), 
25 Ed 


— esen0 = 

5 5 

f(-x) = Уӛзеп(-2х-0) = -V5 sen(2x + 0) que é diferente de f(x) ou — f(x) 
Assim, f não é par e nem ímpar e f é uma função periódica de período л. 


onde cos 0 = 


11) (ITA-08) O conjunto imagem e o período de f(x) = 2sen? (3x) + sen (6x) — 1 
são, respectivamente, 


a) [3:3] e 2л өзе ZE ТЕРА es 


d) OS е) [-1.3] e E 


Solucáo: Alternativa C 
Sabe-se que cos 6x = 1 — 2sen? Зх 
Substituindo esta relação em f(x): 


X) = sen бх — cos бх 


КА Н 


Multiplicando em сіта e em baixo рог 


osos) > 


f(x)= V2[cos(r / 4)sen6x—sen(z/4).cos6x] => Қх)- V2sen(6x —n/4) 


DITA 


Ш 


& Funções Trigonométricas 


Como a imagem da função sen x é [- 1, 1], então a imagem da função f é 


[2,42]. 
O periodo é dado por T= 


la 


12) (AFA-15) Considere a função real sobrejetora AB definida рог 


f(x)= Sen?x ur gas Sobre f é FALSO afirmar que 
senx  cosx 


a) O conjunto A é [ems “E ke J: 


b) f é par. 

c) f é injetora. 

d) B = {2} 

Solução: Alternativa C 

Observe que: 

- sen3x со53х sen3x.cosx—senx.cos3x | 
"5^ senx cos) senx.cosx 

_sen(3x—x)_ sen2x  2senx.cosx , 
SenX.COSX зепх.совх — senx.cosx 


Analisando cada alternativa: 
a) O domínio А da função é x е IR tal que sen x + 0 e cos х % 0, ou seja, 


хж E kez. ALTERNATIVA VERDADEIRA 


b) Para todo x no conjunto fx €IR/x* S kez} tem-se f(x) = 2, onde pode-se 


afirmar que f(x) = f(— x), ou seja, fé par. ALTERNATIVA VERDADEIRA 
c) f não é injetora, pois todos os elementos do domínio possuem a mesma imagem. 
ALTERNATIVA FALSA 

| 


4) Para todo x no conjunto {х= IR/x# kez) tem-se f(x) = 2 e como f(x) é 


sobrejetora segue que o contra dominio da função é B = 42). ALTERNATIVA 
VERDADEIRA 


13) Verifique se as seguintes funções são periódicas: 
a) f(x) = sen Үк ç 
b) f(x) = cos(x) + cos(v2x) . 


c) f(x) = 3en(23) cos (E) ssen( 7). 


d) f(x)- sen PER os 
Solução: 
a) Suponhamos que f(x) = ѕепух é uma função periódica. Assim, para todo x > 0 
deve existir um T tal que f(x + T) = f(x) => senvVx+T =senvx > 
Vx«T-Vxa2kn => x+T=x+2Vxkn+4k t > Т=2/хкл+4К?л? 
Assim, T depende do valor de x, que pode assumir qualquer valor real nào 
negativo, que é um absurdo! Logo, sen Vx não é periódica. 

b) 1º solução: 

Note que f(0) = 1 + 1 =2. Se f(x) for periódica, de período T, então existe T tal que 
f(T) = cos(T) + cos(V2T) = 2. Como o cosseno varia entre — 1 e 1, segue que 
соѕ (Т) = 1е cos(V2T) =1. Logo: 

DT=2km,keZ; ii) Ут =2k;n, keZ. 


> еМ que é uma 
1 


Dividindo estas duas expressões: ЫЕ 


7 k 2 443342 : 
contradição, uma vez que 1-57 e У2 é irracional. Desta forma, a função 
1 


f(x) = cos(x) 4 cos( 2x) nào é periódica. 

27 solução: 

Pelo teorema apresentado no item 5.8.3 deste capítulo, sabe-se que a soma de suas 

funções periódicas resultará em uma função periódica se a razão entre os períodos 

for um número racional. Como o período de cos x é 2x e de cos V2x é V2x ea 
2 


razão entre esses períodos vale J -42. que não é um número racional, segue 


diretamente que f(x) = cos(x) + cos(V2x) não é uma função periódica. 

c) 1º solução: 

Como não existe o interesse em determinar o menor período e sim analisar se a 
função é periódica ou não, pode-se encontrar T O tal que f(x) = f(x + T). sem a 
preocupação de calcular o menor valor de T. Assim sendo, perceba que: 


à 2 
f(x + 70л) = 3sen(2x + Hog) cos (28908), sep (S2 t2107) 


= 3sen[2x + 70(27)] - 9 + ean |за [ ise] = 


= ases) cos) за (25) -f(x) 


Assim, 70л é um período de f(x), fazendo com que f(x) seja periódica. 


Capítulo 5. Funções Trigenontétricas 
2° solução: 


; 2% Я AA 9x1, 
Sabe-se que o período da função 3sen 2x é 57.0 período da função es (35) é 


j 2 A 
ok e o período da função (3) ¿= ДАЛ Como todos os períodos 
9. 19 7 35 3 

5 7 


são múltiplos de um mesmo irracional, que é л, então a função f(x) é periódica. E 
possível determinar o período fundamental da função f(x), que vale: 
mmc(1. 10, 10, -70л 
mdc(1, 9, 3) 
d) Uma maneira de determinar o período de uma função da forma sen ax.cos bx é 
usando as fórmulas de transformação de soma em produto. Sabe-se que: 


A+B A-B 
sen A +sen B = 25еп cos 5 
2 2 
25то 5лх 
Assim, para f(x) =2sen de cos 18 tem-se: 
A H 25nx 
2271, , Sm ов. 0л 
A 5лх 3 9 
2 18 
x 5nx Sax 10лх 
Logo: f(x) = 25еп x cost = sen——+ sen 
3 
5лх , 27 6 ¿ 10лх , 
і — é —=- eo período de sen 
O período de sen 3 375 p 9 
3 


Portanto, o período de f(x) vale К x 

14) (Olimpíada do Canadá-75) Uma função f(x) é periódica se existe um número 
positivo p tal que f(x + p) = f(x) para todo x. Por exemplo, sen x é periódica com 
período 2л. A função sen ( x) é periódica? Prove sua resposta. 

Solução: 

Seja g(x) = sen (х2). 

Suponhamos que g possua período p: g(x) = g(x + р) = (xp) => 

sen (x! + р? + 2px) = sen (x! + р? - 2px) => 

х) — sen (x° +p'-2px)=0 = 

s (p^ + x°).sen (2px) = 0, para todo x e IR Am t 
Assim, a igualdade acima somente é válida para р = O, implicando que g nào é 


periódica. 


соны 


15) (Olimpíada Internacional de Matemática-77) É definida a função 
f(x) = 1 —a.cos x — b.sen x — A.cos 2x — B.sen 2x, 
onde a, b. A, B sáo constantes reais. Suponha que f(x) 2 0 para todo x real. Prove 
quea’ + «2e A! +В? «1. 
Solução: 


1) (UEPA-12) Os desfiles de moda parecem impor implicitamente tanto o “vestir-se 
bem” quanto o “ser bela” definindo desse modo padrões de perfeição. Nesses 
desfiles de moda, a rotação pélvica do andar feminino é exagerada quando 
comparada ao marchar masculino, em passos de igual amplitude. Esse movimento 


a.cos x + bisen x - a? +b? | 2 cosx p senx | 3 n É - 3 i 
Га: 62 Га ab с> oscilatório do andar feminino pode ser avaliado a partir da variação do ângulo 0, 
f 


conforme ilustrado na figura abaixo, ao caminhar uniformemente no decorrer do 
tempo (t). 


va eb? va! +b? 

a b 
Sena = -r € COSO = > 
Ма? +b? va? +b? 


Logo: a.cos x + b.sen x =Va° + b? (cos x.sena +senx.cosa) = Va? +2 sen(x ғо), 
onde а = arc tg (a/b) 

Analogamente: a.cos x + b.sen x = УА? +B? sen(2x +) 

onde p = arc tg (A/B) 

Desta forma: f(x)=1-va? +Ъ?зеп(х & a) - VA” + B'sen(2x +В) > 0 


2 2 
a b Н { f 
Como |-== | +| -== | =! então existe um ângulo a tal que 


H 
(Fonte: hup: Awww google com br/search?hl= PT = Acesso em 9 de setembro de 2011 — Texto adaptado) 
Um modelo matemático que pode representar esse movimento oscilatório do andar 


f(x-& n) =1+ Va? +b'sen(x +a)- VA? + B'sen(2x +В) > 0 

Somando as duas inequações: (A? +Bsen(2x +) «1 (D feminino é dado por: 0(t) = aes). Nestas condições, o valor de 4: е 
Бұлары válida para todo x е em algum momento sen(2x + 0) = 1, segue que ñi а) л/8 b)z/l0 xl? Ф) 7/18 е) л/20 

f(cen/4) 2 1- Va? +bisen(x +х / 4+ о) —/А? +В?веп(2х +хл/2 +В) > Uo 2) (UEFS-10) 
1— Ya? + b'sen(x «1/4 a) - VA? +В? cos(2x ар) 20 

f(x-2/4) 21- Va? & b'sen(x 2/40) - NA? *B'senQx-z2/24f) > 
1- Va? + bisen(x + m/4+0)+ NA? +B? cos(2x +) 20 + сез 


Somando as duas inequações: 1 A 

Va! e b'[sen(x «a & 1/4) -sen(x«a —1/4)]] £2. > bM 

Ча? +0? 2.sen(x+a)sen(m/4)<2 — va? -b/sen(x «a) < /2 O gráfico representa a função real f(x) = acos(bx), em ques eb são constantes não 
Como, em algum momento, tem-se sen(x + а) = 1: a) + b) «2 nulas. Sendo P = 57/2 o período de f, o valor de 9] é: 


a) 1/8 b) 1/7 с) 1/5 d) 1⁄3 e) 1/2 


3) (UEPB-10) Uma função f de R em R tem parte de seu gráfico representado 
abaixo: 


Y 


-T E O x x 3 x x 
42 
Esta função é definida por: 


a) f (x) = 2 + cos (2x) 
d) f(x) =1— cos (2x) 


4) (UEFS-11) 


As telhas onduladas de amianto, bastante populares, vêm tendo seu uso proibido em 
diversos municípios brasileiros, por ser um material cancerígeno e por também 
poder causar doenças respiratórias. Para substituí-las, podem ser usadas as 
chamadas ecotelhas — telhas onduladas produzidas a partir da reciclagem de 
material plástico, como, por exemplo, aparas de tubos de creme dental. 

As ecotelhas têm elevada resistência mecânica, bem como à ação dos raios 
ultravioleta e infravermelho, além de serem econômicas, são 100% impermeáveis. 
Supondo-se que a curva representativa de uma secção transversal de uma telha 
ondulada, como a da figura, seja definida por parte da função real f(x) = 1 — 


x ӛт), А 3 + 
ae (1-58), é correto afirmar que o conjunto-imagem e o período de f(x) são, 


respectivamente, 
A) [-1, 3] e 4n. C) [-1, 3] e 3x. E) [-3, 3] e 2л. 
B) [3, 1] e 47. D)[-1. 1] e 2x. 


Б (әлішіо5 шей: Iriponemétricas | 
5) (UEL-06) Uma bomba de água aspira е expira água а cada três segundos. O 
volume de água da bomba varia entre um mínimo de 2 litros e um máximo de 4 
litros. Dentre as alternativas a seguir, assinale a expressão algébrica para o volume 
(y) de água na bomba, em função do tempo (t). 
a y-2e2se( Ы) b) y=2+2sen( 24) әу-зені( 4) 


2 
Әу-зем(18) e) y=-3+2sen( 1) 


6) (UEPA-08) Segundo reportagem da Revista VEJA de 26.07.06, uma onda 
gigante atingiu a Ilha de Java, na Indonésia. Autoridades locais contaram mais de 
500 mortos e 38.000 desabrigados. A reportagem mostra como se originam e quais 
as causas de formação desses fenômenos da natureza, O formato dessas ondas 
gigantes pode ser registrado e representado matematicamente, por meio de funções, 
conforme gráfico abaixo. A função f que melhor representa esse gráfico para 
x 9л 


а) to=2sen(x-2) b) teo =2sen(2x-2) 


[2] (9-2 ак. А) à 169220015) 
e) fo) - 2s [<+ 2) 


7) (UECE-14) Se f: К-К é a função definida por f(x) = 2" +1, então o produto 
do maior valor pelo menor valor que f assume é igual a 
A) 4,5. В) 3.0. C) 1,5. D) 0. 


8) (UFMS-10) Seja uma função trigonométrica definida por F(x) = СЕ х 
4 


+ onde x є IR (conjunto dos números reais). Assinale a(s) afirmação(ões) correta(s). 
(001) O ponto (0, 42) pertence ao gráfico da função F. 

(002) A imagem da função F é o intervalo fechado [-1.1]. 

(004) A função F tem duas raízes no intervalo fechado [0, л]. 

(008) Os valores mínimos de F são assumidos em x = 3z/8 + К.л, com k inteiro. 
(016) Os valores máximos de F são assumidos em x = л/5 + К.л, com k inteiro. 


9) (UFPA-09) Se y = a + cos (x+b) tem como gráfico 


podemos afirmar que 


а)а= 2,6 = л/2 ba=1,b=-/2 
с)а= 2,6 = - п/2 Фа= 1,6 = л/2 
eja=0,b=0 


10) (UFPB-93) Determine o período da função f: R-N definida por 
f(x) = cos(7x).cos(3x) + sen(7x).sen(3x). 


11) (Unifesp-08) Considere a função y = f(x) = 1 + sen(2nx — 1/2), definida para 
todo x real. 

a) Dê o período e o conjunto imagem da função f. 

b) Obtenha todos os valores de x no intervalo [0, 1], tais quey=1. 


12) (UFPA-10) Um fabricante produz telhas senoidais como a da figura ao lado. 
AESA NAT Sa 


Em 
Fc 
Fm 
Ec 
= 


AA 


Para a criação do molde da telha a ser fabricada, é necessái 
cujo gráfico será a curva geratriz da telha. A telha padrão produzida pelo fabricante 
possui por curva geratriz o gráfico da função y = sen(x) (veja detalhe na figura ao 
lado). 


Um cliente solicitou então a produção de telhas que fossem duas vezes “mais 
sanfonadas” e que tivessem o triplo da altura da telha padrão, como na figura 
abaixo. 


A curva geratriz dessa nova telha será então o gráfico da função 
1 
а)у =3sen( ух) b) у=3.веп(2х) с)у= | s) 
1 


d)y- 


so (1) e) y =2.sen(3x) 


3 


13) (UECE-14) Em relação à periodicidade e à paridade da função f: RR definida 
por f(x) = sen x + cos x. pode-se afirmar corretamente que 

A) fé per 
B) fé periódica e impar. 

C) fé periódica, mas não é par nem ímpar. 
D) f não é periódica, não é par nem impar. 


14) (UFPE-99) Considere a função f(x) = sen(log2x) definida para todo real 
positivo x. Podemos afirmar que: 

0-0) (x) possui infinitas raízes no intervalo (0.1 ] 

1-1) f(x) possui uma única raiz no intervalo (1, 64] 

2-2) f(x) não possui raizes no intervalo ( 64, 128 | 


3-3) (x) possui infinitas raízes no intervalo ( 128, 10% 45: 
4-4) Хх) possui infinitas raízes no intervalo ( 10, + »o ) 


15) (UFBA-09) Considere a função real f(x) = A + Bcos(mx + a). com о e JO, л/2[ 
е com A e B constantes. Sabendo-se que o período de f é igual a x. f(0) = 2, f(/4) 
=- ] etga = 2, calcule (о/2). 


16) (FGV-05) Um supermercado, que fica aberto 24 horas por dia, faz a contagem 
do número de clientes na loja a cada 3 horas. Com base nos dados observados, 
estima-se que o número de clientes possa ser calculado pela função trigonométrica 


fix) = 900 — 800sen (8). 


onde f(x) é o número de clientes e x, a hora da observação (x é um inteiro tal que 
0 < x < 24). Utilizando essa função, a estimativa da diferença entre o número 
máximo e o número mínimo de clientes dentro do supermercado, em um dia 
completo, é igual a 
A)600. В) 800.  C)900.  D)1500. E) 1600. 
17) (FGV-05) Em uma cidade freqüentada por viajantes em férias, estima-se que o 
nümero de pessoas empregadas dependa da época do ano. e pode ser aproximada 
pela função: 

N = 10 + 2sen(2xx) 
em que, N é o número de pessoas empregadas (em milhares) e x = 0 representa o 
início do ano 2005, x = 1 o início do ano 2006 e assim por diante. 
O número de empregados atinge o menor valor: 
A) No início do 1º- trimestre de cada ano. 
B) No início do 2º- trimestre de cada ano. 
C) No início do 3º- trimestre de cada ano. 
D) No início e no meio de cada ano. 
E) No início do 4°- trimestre de cada ano. 


18) (FGV-09) Estima-se que. em 2009, a receita mensal de um hotel seja dada (em 
milhares de reais) por R(t) — 3000 +1500 co (7) em que t — 1 representa o més 


de janeiro, t = 2 o més de fevereiro e assim por diante. 
A receita de março será inferior à de fevereiro em: 


A)R$800000,00 b) R$750000,00 
C) R$700000,00 D)R$650000,00 
E) R$850000,00 


Em 
Fm 
Fm 
E ut 
y 
- 


19) (UCS-09) A temperatura média diária em determinada cidade é dada por 
2n 
T(x) 214.sen| —— (x —95) | 11, 
(x) sen] 3 60° | 


em que T é a temperatura em graus centígrados e x é o número de dias decorridos 
desde o início do ano. De acordo com essa função, a temperatura média diária nessa 
cidade oscila entre e graus centígrados, sendo que a 
temperatura média mais alta ocorre no mês de —  » Assinale a alternativa 


que preenche correta e respectivamente as lacunas acima. 


a)-3 25 julho 
b)-3 25. janeiro 
с)0 П јапеіго 

d) 11 14 dezembro 
eo 11 dezembro 


20) (UCS-10) Durante o movimento oscilatório de um objeto preso à extremidade 
de uma mola, quando ela é alongada e depois solta, a posição do objeto em 
qualquer instante t é dada pela função periódica definida por 
P(t) = А . sen(Bt + C), 

em que A, B e C são números positivos, 0 < C < 2z e o período é x. Sendo o valor 
máximo que a função assume igual a 6 em t = 0, os valores das constantes A, B e C 
sào, respectivamente, 

а) 6, лел. b) 6, лел/2. 
4) 6, 2лел. е)6,2ел/2. 


c)3, 2 en. 


21) (Unifor-12) A conjugação da atração pravitacional entre os corpos do sistema 
terra-lua-sol é o principal fator responsável pela ocorrência das marés, quando as 
águas do mar atingem limites máximo e mínimo com determinada regularidade. A 
altura da maré (em metros) observada em uma praia do litoral nordestino é 


t US 
aproximada pela função: f(t) — Lt cos T ) em que tempo t é medido em horas e 


0 < t < 24. Com base nestes dados, considere as seguintes afirmativas: 

(1) Depois das 18h, a maré começa a secar. 

(11) Às 6h, a maré atinge altura mínima. 

(III) Às 9h, a maré está secando. 

(IV) A média entre as alturas máxima e mínima é de 1,5m. 

(V) Às 3h, a maré está enchendo. 

Assinalando V para as afirmativas verdadeiras e F para as falsas, obtém-se a 
seguinte sequência: 
(A)FFVVF (B)VFVFV 
(D)FFVVV (E)FVFVF 


(CJN VF F V 


22) (Unifor-12) Considere que as fases da lua sejam regidas apro: iadamente pela 


função f(x)= I * pu (=) onde f corresponde à fração da superfície lunar 
visível iluminada no x-ésimo dia de uma observação. Nesse sentido, NÃO é correto 
afirmar que: 

(A) no dia imediatamente anterior ao do início da observação, a lua apresenta 50% 
de sua face visível iluminada. 

(B) no sexto dia, teremos lua cheia. 

(C) no segundo dia, teremos 75% de sua face visível iluminada. 

(D) no décimo oitavo dia, teremos lua nova. 

(E) no quadragésimo quinto dia, teremos lua cheia. 


23) (UESPI-06) Em virtude da procura por certo produto ser maior em 
determinados meses do ano e menor em outros, seu preço, durante todo o decorrer 


do ano de 2005, variou segundo a equação N(t) = 120+80.005/12), onde N é o 


preço de uma unidade do produto, em reais, e t é o mês do ano. Com base nesses 
dados analise as afirmativas abaixo e assinale a alternativa correta: (Dado: 
considere x = 3,14). 
1) O valor máximo obtido pela venda de uma unidade do produto foi de R$ 200,00. 
2) O pior valor de venda da unidade do produto ocorreu no nono mês. 
3) No oitavo mês do ano, o produto foi comercializado por R$ 80,00 a unidade. 
Está(ão) correta(s) 
A) 1 apenas B)le2Zapenas C)le3 apenas D)2e3apenas E)1,2e3 
24) (UEFS-10) Em um parque de diversões, uma roda gigante de raio r = 10m, 
tendo 12 cadeiras igualmente espaçadas ao longo de seu perímetro, faz uma volta 
completa em 30 segundos. Além disso, o ponto mais baixo atingido ao longo do 
percurso circular está a 0,5m do solo. Certo dia, depois de todos os assentos 
estarem ocupados, o assento 1 se encontrava na posição indicada na figura, quando 
a roda começa a girar no sentido anti-horário. Sendo a distância desse assento ao 
solo, t segundos após a roda ter começado a girar, dada pela expressão D(t) = M + 
N sen(at), a > 0, é correto afirmar que M — N é igual a 

Тиз 


== 
T 
w 


TI "s Trigonomóiricas 
A)cos(5a) В)зеп(5а) C)cos(10a) D)sen(10u) Е)соз(15а) 


25) (UEPA-13) As caminhadas e corridas de rua são atividades incorporadas à 
cultura esportiva dos brasileiros. Um praticante de corrida popular (cooper) balança 
cada um de seus braços ritmicamente enquanto corre de acordo com o modelo dado 
pela expressão: 


onde f(t) é o ângulo compreendido entre a posição do braço e o eixo vertical, e t , 
tempo em segundos, conforme ilustrado abaixo. Nessas condições o maior ângulo 


obtido com o movimento cíclico do braço do corredor é: 
(Texto Adaptado: Cálculo para Ciências Médicas e Biológicas. São Paulo: Harbra, 1998) 


a) 10% b)ii* 0200 425 9» 


26) (UECE-07) O conjunto-imagem da função Г: R—R, definida por 
f(x) = 2cos2x + соз”, 


é o intervalo: 


A)[2.1] В) [-2,3] ©) [-2,2] D)[-2,0] 


27) (UFBA-10) Dadas as funções reais 


0<х<л/2 
т/2<х<т 


senx. 
бх) = 
ae. 


determine x, pertencente ao intervalo |0, z/2[, tal que [f(x)] + р(х) — 7/4 = 0. 


(е) -1/2<х<0 
eg(x)= y 
iere). 0<х<л/2 


28) (UFLA-08) São apresentadas abaixo três funções I, П e III e três gráficos а, b e 
c. Relacione cada função a seu respectivo práfico e, a seguir, marque a alternativa 
que apresenta a seqüéncia CORRE] 
(1) fx) = x— cos (2x) 
(H )g(x)= х + sen(x) 
(Ш) h(x) cos(x) 


a 


(A)I-b,II -a,IlI—-c 
(C)I-b,II-c,Ill-a 


(В)І-с.Ш-Ы,Ш-а 
(О)І-а,П-Ы,Ш-с 


29) (UFPB-09) Em determinado trecho do oceano, durante um período de vinte e 
quatro horas, a altura Н das ondas, medida em metros, variou de acordo com a 
expressão H(1)=2 +(3/2)sen(r1/12), onde г 20 é o tempo, dado em horas. A altura 
das ondas nesse trecho não ultrapassou 2,75 m no horário da(s): 

а) Оһ ás 2h e das 10h às 24h b) Ih às 3h e das 9h às 23h 

с) 2h às 3h e das 8h às 20h d) 3h ás 5h e das 7h às 20h 

e) 4h às 5h e das 6h às 20h 


30) (UFPB-11) Com o objetivo de aumentar a producào de alimentos em certa 
região, uma secretaria de agricultura encomendou a uma equipe de agrônomos um 
estudo sobre as potencialidades do solo dessa região. Na análise da temperatura do 
solo, a equipe efetuou medições diárias, durante quatro dias consecutivos, em 
intervalos de uma hora. As medições tiveram início às 6 horas da manhã do 
primeiro dia (t = 0). Os estudos indicaram que a temperatura T , medida em graus 
Celsius, e o tempo t , representando o número de horas decorridas após o início das 
observações, relacionavam-se através da expressão 


Т(0) 2264 seo En 3 
12 > 


Com base nessas informações, identifique as afirmativas corretas: 

1. A temperatura do solo, às 6 horas da manhã do primeiro dia, foi de 23,5 °C. 
П. A função T(t) é periódica e tem período igual a 24 h. 

Ш. A função T(t) atinge valor máximo igual a 30 °C. 

IV. A temperatura do solo atingiu o valor máximo, no primeiro dia, às 14 h. 
V. A função T(t) é crescente no intervalo [0.8]. 


31) (UFPB-12) Um especialista, ao estudar a influência da variação da altura das 
marés na vida de várias espécies em certo manguezal, concluiu que a altura A das 
marés, dada em metros, em um espaço de tempo não muito grande, poderia ser 
modelada de acordo com a função: 


e 
FE 
m 
Lc» 


n 
А()- РЕСЕ 


Nessa função, а variável 1 representa о tempo decorrido, em horas, a partir da meia- 
noite de certo dia. Nesse contexto, conclui-se que a função A , no intervalo [0,12], 
está representada pelo gráfico: 

1(m) 


a) 1 (m) 


9 


e) 


32) (UFPB-13) Com o objetivo de analisar o consumo de água de certa cidade, à 
companhia de água e esgotos solicitou à sua equipe de engenheiros um estudo sobre 
a vazão de água nessa cidade. O estudo mostrou que essa vazão V(t), em m>/h, na 
hora t , é expressa pela função: 


у@= ois эле (52) onde0 <t «24 


Com base nessas informações, identifique as afirmativas corretas acerca da vazão 


de água nessa cidade: 


1. A vazão mínima é de 3000m°/h. 
IL. A vazão máxima é de 6000m'/h. 


Ш. A vazão é maior ou igual a 5000m'/h no horário das 3h às 9h e das 
IV. A vazão em t = 12h é de 5000m'/h. 

Está(ão) correta(s) apenas a(s) afirmativa(s): 

a) Ile HII b) I e IV eli 

d) II e) 1, H e IV 


rigonemétricas 
15h ás 21h. 


33) (UFPE-13) Seja f uma função que tem como domínio o conjunto dos números 
reais e é dada por f(x) = a.sen (w.x + b), com a, w e b constantes reais. A figura 
abaixo ilustra o gráfico de f, restrito ao intervalo fechado [- 1/6, 57/6] A função tem 
período л e seu conjunto imagem é o intervalo fechado [- 5, 5]. 


Determine as constantes a e w e o menor valor positivo de b. Indique a” + w + 
3b/m. 


34) (UFSM-11) 


12 tímês) 
O gráfico mostra a quantidade de animais que uma certa área de pastagem pode 
sustentar ao longo de 12 meses. Ргорбе-ѕе a função Q (t) = a sen (b + ct) + d para 
descrever essa situação. De acordo com os dados, Q(0) é igual a 
А) 100. B)97. С) 95. р) 92. E) 90. 


35) (UFRGS-11) Traçando os gráficos d 5 g definidas por f(x) = |sen хі 
e g(x) = [cos x|, com x variando no conjunto dos números reais de — 2л a 27, по 
mesmo sistema de coordenadas, o número de interseções é 

(A) 7. (B) 8.(C) 9. (D) 10. (E) 12. 


36) (UFRGS-12) O número de interseções da função f(x) = sen 5x com o eixo das 
abscissas no intervalo [— 2x, 21] é 
3)10 b)14 c)21 d)24 е)27 


37) (Insper-08) Um edifício tem a forma de um cilindro circular reto. Há uma 
escada, na forma de espiral, que envolve o edifício desde o chão até a cobertura. 
Uma pessoa que sobe essa escada tem seu movimento no espaço tridimensional 
descrito pelas coordenadas a seguir: 


хеде), у = 205еп z) ez=0,t, 
30 30 


em que t é o número de degraus que a pessoa já subiu, sendo t = 0 o nível do chão. 
Sabendo que cada volta completa em torno do prédio por meio dessa escada 
equivale a subir um andar e que o prédio tem 20 andares, uma pessoa que sobe do 
chão à cobertura inicia na altura z = 0 e termina na altura 
a)z- 120. b) z 7240. c) z= 600. d)z 


1200. e) z = 2400. 


38) (Insper-11) Na figura a seguir, estão representadas partes dos gráficos das 
funções f(x) = sen x e g(x) = cos x. 
[14 


UPPDDPTIE3 


7º o|: о ofa оја 05 96 oj ов оја 10 11 1; 13111546 jx 
-e pasto ыы уй 


и | 
A partir dos gráficos, é correto concluir que a menor solução positiva da equação 


42 н 
cos(2 sen x) = 2? vale aproximadamente 


b)0.3. d) 0,5 


a) 0,2. c) 04. €) 0,6. 


função f(x) = a cos(x) + b. 


39) (Insper-15) A figura abaixo representa o gráfico da 
у 


O soma a * b e a diferença b — а são, respectivamente, iguais а 
(a)3el. (b)le-3.(c)rel. (d)-lez.(e)3e-l. 


40) (Insper-15) A figura mostra os gráficos das funções reais f e g, dadas, 
respectivamente, pelas leis f(x) = cos (2x) e g(x) = 4 cos x 
v 


ТУ 


Os dois gráficos interceptam-se no ponto P, de abscissa œ. Assim, o valor de cos œ 
é igual a 
а1-У2 bi-43 с) MEE d) 25 e) Ea 


O texto seguinte refere-se às duas próximas questóes 


A figura representa os gráficos das funções f(x) = sen x, р(х) = cos x e h(x)= cos 
2x, definidas no intervalo [0, 27]. 


41) (Insper-16) O valor máximo da função d(x) = h(x) = g(x) é 
(а) - 0,5. (b) 0. (с) 1. (d) 1,5. (е) 2. 


42) (Insper-16) Sorteando-se aleatoriamente um número real x do intervalo |0, 27], 
a probabilidade de que ele satisfaça a desigualdade cos x < sen x < cos 2x é igual a 
a) 1/6 b) 4/25 c) 5/24 d) 1/4 е) 9/25 


O texto seguinte refere-se às duas próximas questões 


Ao longo de um ano, a taxa de câmbio de uma moeda X em relação a uma moeda Y 
foi dada pela seguinte função: 


г(0) =1,625+ 6 12) 


sendo t o tempo, dado em meses desde o início do ano. Assim, t = 9 indica а taxa 
no início de outubro, que era de 1,625 unidades da moeda X para uma unidade da 
moeda Y (note que esse valor da taxa indica que no instante considerado a moeda X 
era “menos valiosa” que a moeda Y). 


43) (Insper-16) Ao longo do ano analisado, a maior taxa de câmbio da moeda X em 
relação à moeda Y atingida e o instante em que isso ocorreu foram, 
respectivamente, 

(a) 2,625 e início de janeiro. (b) 2,625 e início de março. 

(c) 2,875 e início de janeiro. (d) 2,875 e início de abril. 

(e) 2,875 e início de junho. 


Capítulo 5 Funções Trigon 
44) (Insper-16) Houve um intervalo de tempo ao longo do ano considerado em que 
a moeda X deixou de ser “menos valiosa” que a moeda Y. Esse intervalo teve 


tricas 


duração de 
(a) 5 meses. (b) 4 meses. (c) 3 meses. 
(d) 2 meses. (e) 1 mês. 


45) (Unifesp-12) A função рет (6 (0219) fornece uma 


aproximação da duração do dia (diferença em horas entre o horário do pôr do sol e 
o horário do nascer do sol) numa cidade do Sul do país, no dia t de 2010. A variável 
inteira t, que representa o dia, varia de 1 a 365, sendo t = 1 correspondente ao dia 1º 
de janeiro e t = 365 correspondente ao dia 31 de dezembro. O argumento da função 
cosseno é medido em radianos. Com base nessa função, determine 

a) a duração do dia 19.02.2010, expressando o resultado em horas e minutos. 

b) em quantos dias no ano de 2010 a duração do dia naquela cidade foi menor ou 
igual a doze horas. 


46) (FGV-01) Uma empresa prevê para os próximos 24 meses (a partir de janeiro 
de 2001) a quantidade mensalmente vendida de determinado produto através da 
função: 


ті л 
Q= ЕЧ! 


onde Q é а quantidade е t vale 1 para janeiro de 2001, t vale 2 para fevereiro de 
2001 e assim por diante. 

a) Qual o período da função? 

b) Para que valores de t a quantidade é máxima? Para que valores de t a quantidade 
é mínima? 


47) (FGV-11) A previsão de vendas mensais de uma empresa para 2011, em 
toneladas de um produto, é dada por f(x) = 100+0,5x+3.sen T=, em que x= 1 


corresponde a janeiro de 2011, x = 2 corresponde a fevereiro de 2011 e assim por 
diante. A previsão de vendas (em toneladas) para o primeiro trimestre de 2011 é: 
(Use a aproximação decimal 3 = 1,7.) 

A) 308,55 B) 309,05 C) 309,55 

D) 310,05 E)310,55 


48) (FGV-11) O gráfico indica uma senoide, sendo P e Q dois de seus interceptos 


com o eixo x. 


Em tais condições, a distância entre P e Q é 
а) 47/3 b) 3n/2 c) 57/3 d)2x e) 97/4 


49) (FGV-12) Em certa cidade litoránea, verificou-se que a altura da água do mar 
em um certo ponto era dada por 


f(x)=4 E EJ 


em que x representa o nümero de horas decorridas a partir de zero hora de 
determinado dia, e a altura f(x) é medida em metros. Em que instantes, entre 0 e 12 
horas, a maré atingiu a altura de 2,5m naquele dia? 

A)Se9hora  B)7el2horas C)4e8 horas 

D)3e7horas Е) бе 10 horas 


50) (ЕСУ-14) No gráfico, observam-se uma senoide de equação у =-4sen x e uma 
reta de coeficiente angular igual a — 1, que intersecta a senoide e o eixo x no mesmo 
ponto do plano cartesiano. 


Uma representação algébrica correta da região destacada na figura é 


A) y <x—T< 4sen x 
С) 4белх<у<х-л 
Б) – 45пх<у<-х-л 


B) y <-x+m<-—d4sen x 
D)-4senx<y<-x+m 


51) (FGV-16) O número de quartos ocupados em um hotel varia de acordo com a 
época do ano. Estima-se que o número de quartos ocupados em cada més de 


determinado ano seja Q(x) = 150+30cos[ 2x em que x é estabelecido da 


seguinte forma: x = 1 representa o més de janeiro, x = 2 representa o mês de 
fevereiro, x = 3 representa o més de março, e assim por diante. Em junho, em 
relação a março, há uma variação porcentual dos quartos ocupados em 

а)-20% b)-15% с)-30% d)-25% е)-50% 


52) (FGV-16) No intervalo de 0 a x, a função que permite calcular a área А da 
região limitada pelo eixo x, pelas retas de equações x = p e x = q e pelo gráfico da 
função definida por y = sen x é dada por A = cos p — cos q. 


y. 
3 

хар x=q 
2 
1 P^ 
| ñ м 
Fi ge 

L^ У = ѕепх 


Ў y = sen x 


x=z 
A área da região sombreada nessa figura é, aproximadamente, igual a 
(А) 2,64. (B)2,14. (С) 1,86. (0) 1,14. (E)0.86. 


а П? 
53) (ЕСУ-15) А tabela indica о horário do por do sol em uma cidade hipotética no 
dia primeiro de cada um dos doze meses de 2013. O horário indicado na tabela (y) é 
dado em “minutos depois das 18 horas”. Por exemplo, em 1.º de janeiro de 2013, o 
por do sol se deu às 18h02. 


Mês Horário (y) Mês | но 
Janeiro 2=2-0 Julho 
Fevereiro Agosto 

Março | Setembro 

н! 

Abril Outubro pi 

Maio Novembro 

Junho Dozembro | абара! 

2 


a) Usando a tabela a seguir para os valores de х, faça um esboço do gráfico de y em 


H x 
função de x no intervalo 75 х52л. 


Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun Jul | Ago | Set | Out | Nov | Dez 

к|а(|я|Жж| 5 Ta | an | зк | Sn | tx 

x | ста ni 1764 | 2x 

s| 3. 2/3 | 22 у | 8 | | 


b) Determine uma função trigonométrica que fornega y em função de x, cujo 
gráfico passe por todos os pontos definidos pelas duas tabelas anteriores. Em 


seguida, use essa função para prever o horário do por do sol quando x = 5. Adote: 
46 -24e 2-14 


54) (Unesp-13) Sabendo-se que cos(2x) = cos'x 


"x, para quais valores de x a 


A 1 N 
função f(x) = cosx + 2 со assume seu valor mínimo no intervalo 0 < х < 2л? 


55) (EsPCEx-94) O valor da expressão: log, tg 1*.tg 2”...tg 88”.tg 89º, onde a > 0 
eazl,é 
a) 0 b)a с) па 4d)! 


56) (EsPCEx-95) Quanto à função f: R-N dada por f(x) = sen x + cos x, pode-se 
afirmar que: 

a) tem período z e valor máximo 2 b) tem período 27 e valor máximo 2 

c) tem período 4л e valor máximo 2 d) tem período т e valor máximo КА 

е) tem período 2л е valor máximo 2 


[E] a população atinge seu mínimo em t=4 com 6.000 animais. 


4 I-sen?x a 
57) (EsPCEx-98) Dada a função f(x) = — e o intervalo 1 = [0,27], pode-se Más 
1+ sen x = Y entação da esquadrilha da fumaça, dois pilotos fizeram 
afirmar que: 60) (АҒА-02) Em uma apresentação da esq 


s diferentes deixa astros de fumaça, conforme mostra a 
? 1 2 2 obras em momentos diferentes deixando газ! 
a) fé definida para todo x e I e a imagem de fem 1 é [0,2] man 


3n figura abaixo. 
b) fé definida para todo x e I | x # ea imagem de f em I é [0,2[ 


с) f nào é definida para x = -1 e a imagem de fem I é ]-1, Ц 


d) f nào é definida para » = е a imagem de f em I é [0, 2[ 


e) f nào é definida para x = Fe a imagem de f em I é [0, 1[ { i 
A O E 
Li к ж Зк 15x 9х 21x distância 
58) (EsPCEx-11) A função real f(x) está representada no gráfico abaixo. 0 parar жы жы 
| + As funções f, e f; que correspondem às manobras executadas pelos pilotos são 
Loc IM A 
Й! AN ii 1 a) f(x) -2-sen| —x | e f(x) = ise (3) 
EL -x V V \ 7 
A о x xz: + е x b) fi(x)=2+sen| =x | e f(x ZEE 
2 


Т эл sa 3 
Қ À 2 2 
Ө ДАРУ G c) f,(x)=4-+sen 


GIE OIS 
A 
E, 


Ё Г, (х)=2 {5 а) 
2) enco= rv; Я 
А expressão algébrica de f(x) é: x) tie (х)=1 за (5-4) 
А 3 2115 


ә) ШЕ үнін зех<0 


ul la 


Icosxl, зех<0 
Isenxl, sex > 0 


үсе E qe А 


b) ro- 


Icosxl, sex 20 


cosx  l|*senx 
-Icosxl, зех<0 qt EP 


ІНДЕ 61) (AFA-04) Seja ft D — IR, definida por f (x) = 755—757. O gráfico 


с) 1c09-( d) rw l+senx 


ШЕШИНЕ Tira ahi que MELHOR representa um período completo da função f é 
1 -senx, sex«0 b) ; 
e) f(x)= a) 4 y i 


cosx, sex 20 


59) (EsPCEx-14) A população de peixes em uma lagoa varia conforme o regime de 
chuvas da região. Ela cresce no período chuvoso e decresce no período de estiagem. 


T d) f(x) =1+sen 
Hi 


=2 
Esta população é descrita pela expressão P(t) -10* (cos bs) em que o 


tempo t é medido em meses. É correto afirmar que 

[A] o período chuvoso corresponde a dois trimestres do ano. 
[B] a população atinge seu máximo em t=6. 

[C] o período de seca corresponde a 4 meses do ano. 

[D] a população média anual é de 6.000 animais. 


62) (AFA-08) Considere as situações a seguir. т 
1) Suponha que a passagem de um pingüim, da água para a superficie de uma 


geleira, possa ser representada como no esquema da Figura 1. 


11) Suponha também que uma seqüëncia de saltos 
uniformes de uma lebre, possa ser representada como no esquema da Figura 2. 


Transportando as situacóes acima para um plano cartesiano, considere 

- 9 eixo das abscissas coincidindo com o nível da água gelada para o pingüim; 

+ 0 eixo das abscissas coincidindo com o solo para a lebre; 

- a altura do salto do pingüim e da lebre indicada no eixo das ordenadas. 

Tendo por base as situações apresentadas, nas figuras | e 2 e ainda a teoria dos 
gráficos das funções trigonométricas, pode-se relacionar aos saltos um tipo de 
gráfico dessas funções. Assim sendo, as funções P e L estabelecem os saltos do 
Pingüim e da Lebre, respectivamente. 

A opção que contém funções que podem representar a situação descrita, sabendo-se 
que a função P está restrita a um único período, é 


Б sn 5. Faches Tripenométrcss | 


a) Р(х) =- tg (2) L(x) = 2|senx| 


b) Р(х) = cotg 6 «Eje L(x) = 2sen|x| 


c) P(x) = 
d) P(x) 


(x) e L(x) = 2| sen 2x | 
—2tg(x) e L(x) =| sen 2х | 


63) (AFA-10) Sobre a funçào real f definida por f(x) = - 1 + |6.sen x.cos x|. é 
INCORRETO afirmar que 
с) possui 8 raízes no intervalo |0, 2л] 


a) Im(f) = [-1,2 
d) tem período igual ao periodo da função real g dada por р(х) = 21x) 


т 
b) é decrescente para todo x € E 


2 
64) (AFA-11) O período da função real f definida por f(x) = HH é igual 
a 

а)2л b)z с) п/4 d) x2 


65) (AFA-12) Considere А о conjunto mais amplo possível na função real f: A — 
senx | cosx 


IR, dada por f(x) = ¿Sobre a função f é correto afirmar que 


cossecx secx 
kr 

а) A= xelR/xe y kez 

b) é periódica com período igual a л 


C) é decrescente se кеев inkes x< экел}. 


е) é impar. 


66) (AFA-13) Uma piscina com ondas artificiais foi programada de modo que a 
altura da onda varie com o tempo de acordo com o modelo 


x 
109-3503 + EIE EI 


em que y = f (x) é a altura da onda, em metros, e x o tempo. em minutos. КО H 
Dentre as alternativas que seguem, assinale a única cuja conclusão NÃO condiz 
com o modelo proposto. 

a) A altura de uma onda nunca atinge 2 metros. 


Capiu Funções 
b) Entre o momento de detecção de uma crista (altura máxima de uma onda) e 
outra seguinte, passam-se 2 minutos. 

c) De zero a 4 minutos, podem ser observadas mais de duas cristas. 
d) As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150, ... segundos são sempre iguais. 


o de 


67) (AFA-14) Sejam f e g funções reais dadas por f(x)= 


sen 2x 
с 


e g(x) = 2, cada 


uma definida no seu domínio mais amplo possível. Analise as afirmações abaixo. 
1) O conjunto solução da equação f(x) = g(x) contém infinitos elementos. 

ІІ) No intervalo |3л/4, 57/4], a função f é crescente. 

III) O período da função f é p = x 

Sobre as afirmações é correto afirmar que 

a) apenas III é verdadeira. b) apenas I e II são verdadeiras. 

c) todas são falsas. d) apenas Il e Ш são verdadeiras. 


68) (Ciaba-17) Dado f(x) = x + a, f(g(x)) = Ата ta о 
a 


2 
45) = Ya Determine 
+1 8 


4 
o valor de a. 
(aja=0 (b)a=1 (c)a=2 (d)a=3 (e)a-4 

69) (Escola Naval-02) Sejam A, B e C os pontos de intersegáo da curva y= 
k.cos(ox) сот os eixos coordenados conforme a figura abaixo, onde k e são 
constantes reais. Sabendo que o triângulo de vértices A, B e C tem 37 unidades de 
área e que k +  — 14 = 0, o valor de (k — q) é: 


B у = соз(ох) 


'A 


a)-14 b)-10 €) 10 d) 12 
70) (ITA-76) A respeito do produto 
P = (sen(bx) + cossec(bx))(cos(bx) + sec(bx)Xtg(bx) + cot(bx)) 
podemos afirmar que: 
a) P é positivo, para todo x real e b > 0. 
b) P pode ser negativo ou positivo, dependendo da escolha de x e m em IR. 
€) P é negativo para x = Кл e b < 0 ou P é positivo para x = kz e b > 0, quando k = 
ыз... 


d) P é positivo, quando bx + Кл/2, para todo k е Z. 


e) nda 


71) (ITA-77) Seja D = (x e R/ x # log > n = 1, 2, 3, ...]. Com respeito à 


sen(3e*) cos(3e*) 
ene” сове 

b) f (x) = 3 para todo x em D 
d) f(x) não é constante em D 


função f: D — IR, definida por f(x) = . podemos afirmar que: 


a) f(x) =2 para todo x em D 
c) f (x) = e° para todo x em D 
e)n.d.a. 


72) (ITA-80) Sobre a função f(x) = sen? x, podemos afirmar que: 

a) é uma função periódica de período 4л. 

b) é uma função periódica de periodo 2л. 

c) é uma função periódica de período т. 

d) é uma função periódica onde o período pertence ao intervalo (m, 27). 
e) não é uma função periódica. 


73) (ІТА-80) Seja f(t) = 4 + 3 cos(xt) + 4 sen(rt) a função definida em R. Sobre 
esta função qual das alternativas abaixo é correta? 

a) f(t) é função par b) f(t) é função impar 

c) o maior valor que f(t) assume é 9 d) o menor valor que f(t) assume é -3 

е) o menor valor que f(t) assume é -1/2 


74) (ITA-81) Denotemos por R o conjunto dos números reais. Seja р: R-N uma 
função não-nula que satisfaz, para todo x e y reais, a relação g(x + y) = g(x) + g(y). 


Se f: 91591 for definida por f(x) =а[ 280), ат 0, 
а 


então podemos garantir que: 

a) fé periódica com período za. 

b) Para a = n (n natural), temos f(n) = 2 sen [g(1)]. 
c) Se g(1) # 0, então g(1) = f(0). 

d) Se g(T) = na, então T é período de f. 

e) Se g(T) = 2л, então Т é período de f. 


x ¿ 
75) (ITA-82) A função f:[0, 1/4] > [0.1] definida por f(x) = ( + tig Jeosx é 


uma função: 

a) constante 

b) sobrejetora e impar 
c) injetora e ímpar 


d) injetora e par 
e) sobrejetora e par 


76) (IME-11) Seja f(x) =asen x + bYx +4, onde a e b são números reais diferentes 
de zero. Sabendo que f(log (log, 10)) = 5, o valor de f( log,,(log,,10)) 2 5 é: 
а)5 b)3 с)0 4)-3е)-5 


77) (ІМЕ-15) A função f: IR—IR é definida por: 
8+3senx—sen3x 
f(x) = а — LLS 
8—4senx + 25еп2хсоѕх 


Marque а opção verdadeira: 
(A) f não tem raizes reais 
(C) Ге uma função par 

(E) f é sobrejetora 


(B) Fé uma função impar 
(D) If] € 1 


Exercícios Г 


Gerais 


78) Prove que sen(cos x)< cos(sen x) para 0 < x < 1/2. 


79) Seja I o intervalo É: z}. Determine a função f definida no intervalo [- 1, 1] 


tal que f(sen 2x) = sen x + cos x e simplifique (ир? x) para x no intervalo I. 


80) As funções sen x e cos x são periódicas de período 2л. Qual o período da 
função f(x) = cos (sen (x))? 


81) Qual a imagem da função f:IR—IR dada por f(x)=3+5.cosx EE jp 


82) Demonstre, usando argumentos trigonométricos, que a função f(x) definida por 
l+f 


é periódica. 


83) Determine o período mínimo da função f(x) = sen 2016x + sen 2018x. 


84) Determine todos os valores de x de 
f(x) = cos(x) + cos( Ух) assume seu valor máximo. 


modo que a função 


85) Determine o período da função f(x) = sen? (ax + b). 


TTRATTATA 


AL LL 
It 
IR, dada por f(x) = 


86) Determine a imagem da função ds PE 


87) Determine o período da função f(x) = cos (x + sen x). 


88) Determine o periodo da função f(x) = 2.sen x + tg x. 


89) Determine o periodo da função f(x) = sen 2x + cos 3x. 


Š L x x 
90) Determine o período da função f(x) = 4.sen =+ cos 


91) Determine o período da função f(x) = |sen x| + [соз x|. 


Li А 
92) Determine о período da função f(x) 2.sen( anx ' z) + 3,cos(5nx). 


y n n T 
93) Determine o período da função f(x). sena X4 coszx ' 2g ; 


94) Determine o período da funçào 
f(x) = sen (2л.262х) + sen (27.330х) + sen (2л.392х). 


қ 8x lóx 
95) Determine o período da função f(x) sen) + хи (195). 


0x AB 30x 
sen sen E, 
"m 14 


96) Determine o período da função f(x) 


97) Analise se as seguintes funções são periódicas: 
a) f(x) = sen 27, 

b) f(x) =sen( 2x). 
с) f(x) = sen x". 

d) f(x) = cos(x) + cos 


£) 


Funções Trigonométricas Inversas 
6.1. FUNÇÃO ARCO SENO 


O gráfico da função seno está representado abaixo: 


Como foi analisado no capítulo sobre funções trigonométricas, definindo 
domínio e contra domínio da função seno na forma f: IR>[- 1, 1], conclui-se que 
f(x) = sen x é sobrejetora, porém não é injetora. Neste caso, como a função não é 
bijetora, f(x) = sen x não possui inversa. 


Para que a função seno seja injetora, é necessário restringir o domínio para 
um intervalo em que a função é estritamente crescente ou estritamente decrescente. 


(A 3 : ; А n 
O domínio mais simples em que isso ocorre é para x € E Hi Desta forma, 


definindo a função como f: É: tbe 1, 1], segue que f(x) = sen x é 
sobrejetora, implicando que possua inversa. 
A função f ` ! é denominada de função arco seno, possuindo domínio [- 1, 1] 


HU л 
e contra domínio Е a) Assim, a função arco seno associa a cada x do domínio 


de f^, ou seja, a cada x € [- 1, 1] um y e E 


[ES 


] tal que y é um arco cujo seno 


é x. Simbolicamente indica-se que y — arc sen x. Em termos matemáticos: 


m x 
seny-x < y=arcsen x, com xe [- 1, l]ey e T 


=! 


ED 
pm 
= сш 
En 
Em 
Ec 
em 
кош 
e 
Em 
= 


Note, porém, que por 


L P 
então — = arcsen —. 
2 4 2 


I ЖАР 1 
2 


л 
Por exemplo, como ія = 


é igual ao arco seno de 


‚ NÃO se pode afirmar que in 


7л 
mais que к= 
лл 
7л L nx p 
pois € não pertence ao contra domínio de arco seno, que é 2l Dentro 


е ly tmt 4 3 
deste contra domínio, o arco que possui seno 72 du fazendo com que 


7 
т 1 
q Arden тэ) 


O gráfico da função arco seno pode ser obtido a partir do ер 8i dad 
seno, uma vez que ambos os gráficos são simétricos em relação à reta y 


A arc sen x 


Observando o gráfico da função arco seno, verifica-se que esta função é 
estritamente crescente em todo o seu domínio. Verifica-se também que a função 


arco seno é injetora e sobrejetora. 


Além disso, é conhecido o fato que a função seno é uma função ímpar, ou 
seja, se у = sen x então — y = sen (- х). fazendo com que a função arco seno 
também seja impar. uma vez que arc sen (— x) = — are sen x, рагах е ELO 


Trigonométricas Inversas, 


co da 


Capítulo 6. 
O gráfico da função arco cosseno pode ser obtido a partir do gr: f 
função cosseno, uma vez que ambos os gráficos são simétricos em relação à reta y 


pr cosx 


6.2. FUNÇÃO ARCO COSSENO 


O gráfico da função coseno está representado abaixo: =x 


v? 
Como foi analisado no capítulo sobre funções trigonométricas, definindo 


domínio e contra domínio da função cosseno na forma f: IR>[- 1, 1), conclui-se 
que f(x) = cos x é sobrejetora, porém não é injetora. 


Para que a função cosseno seja injetora, é necessário restringir o domínio para 
um intervalo em que a função é estritamente crescente ou estritamente decrescente. 
O domínio mais simples em que isso ocorre é para x € [0. x]. Desta forma, 
definindo a função como f: |0, л]—э[— 1, 1], segue que f(x) = cos x é injetora e 
sobrejetora, implicando que possua inversa. 


-se que esta função é 


А 854% " " 5 É i ini = Observando о gráfico da função arco cosseno, ve fi 5 
A função f ^ é denominada de função arco cosseno, possuindo dominio T estritamente decrescente em todo o seu dominio. Verifica-se também que a função 


[- 1, Пе contra domínio [0. л]. Assim, a função arco cosseno associa a cada x do seno é injetora e sobrejetora 
domínio de f^ ', ou seja, a cada x е [- 1, 1] um y e [0, z] tal que y é um arco cujo со DOS d 


cosseno é x. Simbolicamente indica-se que y = arc cos x. Em termos matemáticos: Ao contrário da função arco seno, que é sabidamente uma função ímpar, não 


to à sua paridade. Por exemplo, 
„ onde f(1) # + f(- 1). 


é possível classificar a função arco cosseno que 


sendo f(x) = arc cos x, verifica-se que f(1) = 0 e fe D= 
Deste modo, a função arco cosseno não é par nem impar. 


cosy=x €» y-arccos x, com xe [- 1, l] ey e [0,7] 


ta гі іш 1 E L 
Por exemplo, como cos — então сің are Sto é Note, porém, que por mais 


/2 


5 n M 
que co ect, NAO se pode afirmar que = é igual ao arco cosseno de 


5152 M É 
“2” pois 2" não pertence ao contra domínio de arco cosseno, que é |0, т). 


T A 2 3x 
Dentro deste contra domínio, o arco que possui cosseno TU WE) fazendo com 


Зп 
que —— = агссоѕ 
4 


Capítulo 6. 
A função f -! é denominada de função arco tangente, possuindo domínio IR e 


contra domínio Hd Assim, a função arco tangente associa a cada x do 
2%2 


6.3. FUNÇÃO ARCO TANGENTE 


O gráfico da função tangente está representado abaixo: 


| À mx é arc | 
domínio de f ` ', ou seja, a cada x e IR, um y € H ki tal que y é um arco cuja 


1 
1 
| 

| tangente é x. Simbolicamente indica-se que у = аге tg x. Em termos matemáticos: 


I i 
| | | 
1 1 
! ! НІНІ | 
Н i ИИИ I fi 
! | | | | | 1515 
! |! ИПИ T li | шу-х <> y=aretgs, comx e IReye |5,2 
[1 1 JM i [1 1 [1 
Re pos IM Meet Fh ү 
/ j ІН 1 / 1 1 / т ré e ai: 
/ ! / ! / ! el^ | yt; til / Por exemplo, como ші-і então түрту; tg], Note, porém, que por mais 
а En E ир аа da БЕР” “ЖЕГІ m x Tm 
/ a м, 4 d T arco tangente de — i 
/ ' / 2 / E /^ сну 21 / 21 / que tg T 1, NÃO se pode afirmar que P é igual ao arco tangente de — 1, pois 


л 
> 


. Dentro deste 


iz não pertence ao contra domínio de arco tangente, que é 


4 Y -arctg(-1). 


in + 
contra domínio, o arco que possui tangente — | é 7% ou se 


| 
| Ji O gráfico da função arco tangente pode ser obtido a partir do gráfico da 
I em relação à reta y = x. 


T 
"A" 
função tangente, uma vez que ambos são simétric 
Como foi analisado no capítulo sobre funções trigonométricas, definindo N us 


I 
! 
i 
i 
! 
| 
! 
H 
H 
| 
| 
| 
| 
H 


domínio e contra domínio da função tangente na forma f: IR 4% «|ық 
5 u 


conclui-se que f(x) = tg x é sobrejetora, porém não é injetora. Neste caso, como a 
função não é bijetora, f(x) = tg x não possui inversa. 


>” 


' 
' 
1 
i 
1 
' 
' 
П 
П 
1 
1 
' 
1 
+ 
1 
1 


Para que a função tangente seja injetora, é necessário restringir o domínio 
para um intervalo em que a função é estritamente crescente ou estritamente 


z 
2 


decrescente. O domínio mais simples em que isso ocorre é para x € FE 1. 
2 52 


| 


Observando о gráfico da função arco tangente, conclui-se que arc tg x é: 


i) estritamente crescente; 
ii) injetora e sobrejetora; 
) impar, ou seja, arc tg (— x) =— arc tg x, para x € IR. 


^ P. лт 
Desta forma, definindo a função como f: Е IR, segue que f(x) = tg x é 


injetora e sobrejetora, implicando que possua inversa. 


6.4. FUNÇÃO ARCO COTANGENTE 


A apresentação sobre função arco cotangente será feita de forma mais direta, 
uma vez que é bastantes semelhante ao da função arco tangente. 


Definindo f: 10, z[—IR, segue que f(x) = cotg x é injetora e sobrejetora, 
implicando que possua inversa. A função f `! é denominada de função arco 
cotangente. Assim, a função arco cotangente associa a cada x do domínio de f ` ', 
ou seja, a cada x е IR, um y е ]0, л[ tal que y é um arco cuja cotangente é x. 
Simbolicamente indica-se que y = are cotg x. Em termos matemáticos: 


cotgy=x <> y=arecotgx, com x € IR e y e ]0, z[ 

Por exemplo, como coz =l então F= arccotgl. Note, porém, que por 
mais que а-л) =-1, NÃO se pode afirmar que b é igual ao arco 
cotangente de — 1, pois E não pertence ao contra domínio de arco cotangente, que 
€ 10, n[. Dentro deste contra domínio, o arco que possui cotangente — | é L3 ou 
seja, T = arccotg(-1). 

6.5. PROPRIEDADES DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 
(1) are sen x + arc cos x = 5 


(2) arcsen x =arccosy1— x° 


x+y 


(3) arc tg x + arc tg y = arc tg .com xy < I 


1-ху 
(4) arc cos (— x) = x — arc cos x 
(5) Se arc tg x + arc tg y + arc tg z = m, então x +y + z = xyz 


(6) arcsen/x +arcsen V1 => 


(7) Se arc sen x + are sen y == então х\ї—у? жууі-хі-і 


Demonstrações: 


КЕТТЕІЗТТІТЕТЕНК 


Canítulo б. А 
n 
(1) Seja A = arc sen x. ou seja, sen A = x, para x € [— 1, ЦеАев Е zl 


Como cosA - sen (5- a). tem-se que: 


T т л 
arc sen x + arc cos x = arc sen x +arccos| cos s A = ЗҮҮ 


(2) Seja А = arc sen x, ou seja, sen А = x, para x € [—1, ЦеАев E z}. 

Como A pertence ao 1º ou 4º quadrantes, onde o cosseno é positivo, segue que 

cosA=VI-x?, ouseja, А = arccosv1— x? . Deste modo: 

A = arc sen x = arcco: 
senA 
созА 1- 

(3) Sejam arc tg x = A earct tg y = B, ou seja, tg A = x e lg B» y, 


š tgA+tgB _х+у in хау 
2 АзВ)-->--<------- > А +В = аго ig — 
Assim: tg(A +B) ISAB 1 


= arc sen x 


Além disso: tgA = : A=arctg 


gB 1-ху -ху 
(4) Se A = arc cos (- x), então cos A = – x. Desde que x = = cos А = cos (z — А), 
então л A = arc cos x, implicando que A = т— arc cos (= x) 
(5) Sejam A = arc tg x. B = arc tg y e C = arc tg z. 

WA+tgB | 


-tgC > 
1~ IgA. tg B ñ 


A+B=n-C = tg(A+B)=tg(n-C) => 


Itl > xty=-ztxyz > xtytz=ayz 


1-xy 


x 
(6) Sabe-se que arc sen t + arc cos t = — е que аге зеп! = агссох 


" 1 E 
Fazendo t = ух : arc sen Vx + arc cos Ух = 2 ° arcsen Ух = arc cos 1 — x 


x 


Logo: aresen/x + arc sen Л — х = arcsen x + arc cos Vx 


2 
e sen B = y, onde Ae B 
pertencem ao 1º ou 4º quadrantes do ciclo trigonométrico, onde o cosseno é 


(7) Sejam A = arc sen x e B = arc sen y, ou seja, sen A = 


-osB - A1 -sen? B = l=y?. 


positivo. Assim: cosA — 4 =se A = Ji - 


Como A +B = 2, então sen (A + B) = | => senAcosB+senB.cosA=1 => 
2 


xyi-y! +y 1-x* =l. 


Capímio 6. Аш 
6.6. EQUAÇÕES COM FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Seja f(x) uma função trigonométrica que envolva apenas operações com 
funções trigonométricas inversas. Resolver a equação f(x) = 0 significa encontrar 
todos os números reais r tais que (г) = 0. O conjunto S onde os elementos são todos 


os r € IR tais que (г) = 0 é denominado de conjunto solução da equação 
trigonométrica inversa. 


Por exemplo, suponha que deseja-se encontrar todos os números x reais tais 


X T És x 
que arccosx +arc seu = ғ Sejam А = arc cos x e В-агс Sen, Neste caso, tem- 
6 


se que cos А = x e senB =—. Como B pertence ao 1° ou 4º quadrantes, onde о 


t2 |x 


xà 


cosseno é positivo, tem-se que cosB = ү1 – sen? В = 


A+B=E > А-Л-Вв > cosA=cos| E -B =cosEcosB+senZsenB > 
6 6 6 6 6 


ES 
t 
* 
x 


x=loux 


Como foi necessário elevar ao quadrado a equação obtida, é obrigatória testar 
as raízes encontradas na equação original: 


P 1 T 
Dx=1 > ассо асса ос 
E 1 
lix=-1 => arccos(-1) * arcsen EE 
x=- | não é solução; 


" n “ Ё, x x; 
Assim, o conjunto solução da equação arccos x + arc ER - © 65-0). 


Exercícios Resolvidos 


= 


então cos 20. é: 


1) Se a ass 


01 


1 
1 $ ы 
a)-1 b) % 90 Ф 2 
Solução: 

, segue que 


lervalo | - 


sja 


Como o contra dominio da função arco seno é o int 


=-K Assim, a =- n, ou seja, cos 2a = cos (— 27) = 1. 


(242) 2. 


2) O valor da 19| arcsen 


в 


2 
Ет 


4242 5 


Deseja-se calcular o valor de tg A. Como o cos À > 0 para A € [ 


que cosA = Vi-sen?A = 


a) 42 c) 3V2 


Solução: Alternativa D 


(22) 


242 тл 
, Ou seja, sen A Ta? onde А € [3 2 


Seja A =arcsen 


ROT segue 
2^9 


senA 
соз А. 


Assim: tgA = 


1 xd 
3) Calcule o valor de y — sen (aces +arc send) 
Solução: ) T Indi 
Sejam A = arc cos 1/2 e B = arc sen 1/3, ou seja, cos А = 1/2 e sen В = 1/3 


Ens e B>0: 
Como A є [0. x] eB € ЕН então sen А > 0 e cos 


зеп А = /1—соз” A Pm 
cosB = V1—sen^ В da 
Logo: y =sen (A + B) = sen Acts B + sen cos А = E242, u pen 
31 2 
4) Se arctg(x « 2) +arcigx =", x vale: 
a)l b)2 DE d)4 e)5 
Solução: 
Sejam A = arc tg (x + 2) e B = arc tg x, fazendo com que tg A =x +2 e tg B = x. 
A+B=3E > ta(A+B)=tgõE = Ars __ 
4 4 1- tg A.tgB 
DUX 04 5 erro 42x] = x23 
1-(x+2)x 


5) Determine o domínio de cada função: 


a) y=aresen(V2x-3) 


Dex 
b) y= aresen( - ) 


2x 


Solugáo: 

а) Como o domínio da função arco seno é o intervalo [- 1, 1]: —1<-/2х—3<1. 
Como qualquer raiz quadrada é maior ou igual a 0 e a raiz quadrada de um número 
k € [0, 1] também pertence ao intervalo [0, 1]: 


3 
0<2х-3<1 > 3<2x<4 > 22532 
b) Como o domínio da função arco seno é o intervalo [- 1, 1]: —1 SE. 1 
х 
pix Xx i20 ltx 42x. «+ o 55 
2x 2x 2x x 
х>0оих=-1 (1) 
2 2 2.9 _ 
tia > Ны ро >» Dex 2.9 > Eo 
2x 2x 2x x 
x<0oux=1 (2) 


Fazendo a interseção da solução (1) com a (2) segue que S= (— 1, 1}. 


Canítulo Б. 
6) (ITA-97) Seja S o conjunto de todas as soluções reais 


l 
кше т arctg(l-e*)|- 
re 


Entáo: 

aS-O b)S=R cSc[1,2] 

Solução: Alternativa D 
iAc-arctgl/(l*e) B= 


d)Sc 11] S=[-1,2] 


arcig(I-e) = (gA=16014e9 tgB-1— 


ii) sec? (А-В) = 5/4 = I«tg'(A-B)* 54 > tg (A - B) = 1⁄4 
| 
n 07e) 
Шуш(А-В)-1/2 => L£4-18B. 54 ШІН 
L-tgA.tgB MU 2 
Ire? 
te -+1 = =t] > x=0 


n |, 
=| Рага os quais a equação па 


7) (ITA-03) Encontre todos os valores de a € | E, 


x к 
variável real x, arctg (8 ME =) + arcig (4 -1- = )- a, admite 
soluções. 
Solução: 


x x 
Sejam a=2-1+5 ер 2-1-5, 


Como а +В =а => te(a+B)=tga > EUH gn = 
1- ТАТЫ 
x 
У?-1+®-+/27-1 
2042 - 
2 2(/2 DH c. 


-(4-) 
2x E 
202-0 262 - tga ва > Sta 202-11 -tga) > 
"(а =) 
tga 


Comoe™>0 > Ls1 
tga 


> O<tga<l 


> 0<a<E 
4 


8) (ITA-04) Considerando as funções arc sen: [i ных T 2) arc cos: 


6 T 2 

aa 5 d) < 
p 25 ) 25 3 ; 5 9 
Solução: Alternativa В 


3 
[-1,+1] > [0, n], assinale o valor de cos (nsns + arccos— 2. 
5 
12 


3 
Sejasen x= s comxe I-> 21 = cos x= 
Analogamente, cos y = А com y e [0,7] = sen y = E 
5 $ 
2 3 
Assim, cos(arc a arc cost) =cos(x + y) = cos x.cos y — sen x.sen yis 


3 
cos(arc ѕеп + arc cos— Ai => =— 
5 5 


9) (ITA-10) A equação em x, 
E 
arc tg (e` + 2) — arc cotg = 


a) admite infinitas soluções. todas positivas. 
b) admite uma única solução, e esta é positiva. 


2 2) 
c) admite três soluções que se encontram no intervalo E 


t 
кюй 
— 


d) admite apenas soluções negativas. 
e) não admite solução, 
Solução: Alternativa B 


A equação dada é idéntica a: arc tg (e'+ 2) — arc tg 


„^ H tga-tep _ 


Logo: te(a -p) = d Габар” 


(y+2)- 


WE [REI 
С 


Chamando е^ = y > 0, tem-se: 


ТТІ 


Capítulo 6. Funções Trigonomblricas luversas 

> y «2y -2y-3-0 e (y+1)(y «y-3)- 
14413 =1=V13 _ 
y=-1, y= e ys <o 


ШЕТІНЕ 


Como y > 0, a única solução será y = — = 81,3 = 


y +2y-y*+1 
у+(у+2)(у 


> е=13 => х>0 


10) (IME-14) Seja К: — R uma função real definida por f(x) = x? — nx. Sejam 


1 a(s 
também a, b, c e d números reais tais que: а sen (3). b= tan (3). 


е е d-co!(-5), A relação de ordem, no conjunto dos reais, 


entre as imagens Қа), f(b), (с) e fid) é i 
a) f(b) > fa) > f(d) > f(c) b) f(d) > Қа) > fe) > Nd) 
d) f(a) > f(d) > Ы) > fc) е) Ra) > fib)» ftd) > (с) 
Solução: Alternativa D 


€) f(d) > Ка) > f(b) > (с) 


2 2 2 

2 i л 4 
Observe que f(x) = x^ -nx -(E-x) UT Como Y" € constante, quando maior 
| 2 


| — Х|, maior será o valor de f(x). Note que a e 1°Q, b e 1° 0, ce 2ºQ 


o valor de 


e d e 2° Q. Como a função tg x é crescente para0 sx < 1/2 e 


n 
--х 
2 


т 
<> parax=a, 


«(2-.]. 


2 > u(5-a)- сора- 242 


b, сей, a relação de ordem de f(x) coincide com a relação de ordem de 


5 т 4 
LH tel =-b |=cotgb=— 
teb + > "Ë ) E 


C |= cot "E 
=cotge= 2 


Comparando os módulos dos valores calculados conclui-se que 


= Қа) >1(d) > Kb) > Kc) 


m 


x 
ET 
«(I J> 


x 
ig|—-a |> 
45-4) 


x 
»|g|—-c 
ТМ? 


11) Resolva a equação: arc sen x = 2.агс tg x. 
Solução: 


Seja А =arctgx > tgA-x > tg'A-x! > secA-1-x! > 
1 
—— е бел А = x 

Ух? +1 x +1 


aresenx=2.arctgx = sen (arc sen х) = sen (2.arc tg х) > 


x 7 
D TE r SNS tl = atte Deo 
Dx 


ii) Vx +1=1 = x=-loux= 1 são raízes 
Assim: S = {— 1,0,1} 


2 2 
secA-X +] > cosA= 


x=sen 2А =2.sen A.cos A = 


é raiz; 


12) (Olimpíada J. 1. R. MacKnight-79) Resolva: 


х-І 2х- 
arctg| — |+ arctg 
x+! X+ 


Solução: 
acu = еш zw С) B=C 
+1 I 36 БУ 
X š < 
23 x-1 
B= tgC-1g A 2x-1_ Зе] E 
1+ tg Ctg A 2x+1 1.23 х1 
36x+1 
23(x +1) -36(x -1) 
2х-1___ 36+) _ 23х+23-36х+36 59-13х 


2x+1 36(x+1)+23(x-1) 36х+36+23х—23 13%59х 
Зб 

(2х = DCI3 + 59x) = Ох + D(59- 13x) = 

118х *33x-13--26x + 105х+ 59 => 144х2- 72х+18=0 > 

8x -4x+1=0 => А <0 — não existe x real que satisfaga a equação. 


FEREERER! 


O NT 
Sie Syectibalie 


2 
1) (UEPB-12) Dado que y = (асма), temos que 


а)у=3 Му-4/3 с)у = 1/9 d)y = 3/2 e) y=1/3 
2) (Mack-79) A equação are sen x + arc cos Ух = 1/2 tem: 

a) somente uma solução b) somente duas soluções 

c) somente três soluções d) somente quatro soluções 


e) infinitas soluções 


3) (Mack-82) O conjunto imagem da funções definida por y = cos (arc tg x) 6. 
а)]-1,0[ 5j. 1] <)10,1 d)10, 1 e) 10,1] 


4) (UFF-10) Nos itens abaixo, arc cos denota a função inversa da função cosseno 
restrita ao intervalo [0. x] e arc tg denota a função inversa da função tangente 


2 " ттл 
restrita ao intervalo БЕН d 
212 


a) Calcule Е ) 
b) Calcule sen(arc tg(- 1)). 
c) Verifique que sen(arecos(x)) = y1-x para todo x € [- 1, ER 


5) (Escola Naval-90) O cos (2arc sen 1/3) éigual а: 


a) 5/9 b) 42/9 с) 2/3 d) 7/9 e) 8/9 


6) (Escola Naval-98) Seja x = arc cos3/5. xe [0, л]. Então sen 2x é igual a: 
a) 24/25 b) 4/5 c) 16/25 d) 6/5 e)2/5 


7) (Escola Naval-13) Considerando a função f(x) = cos x, 0 < x < r. é inversível, o 


> 
valor de te(arccos é 


ун yA Per 


25 2 


5 725 


8) (Unifei-10) Mostre que 2.arc se + сш 2) Н z. 


UNIR” pituto E Funções Tri 7008101) 7 Porsas | 


Capit unções Tri (ricas h 
9) (Ciaba-09) Considerando-se a função clássica f(x) = arc sen x e a sua inversa 13) (Escola Naval-87) cotg (arc cotg 2 + 51/6) = 

x) = f(x). é eto afi áficos gof sá -8-545 3 т 
gx) (x), é correto afirmar que os gráficos de fog e gof são 2 Rio " $ 2% 2 8-545 d) 2— 2 $92- 45 


a) iguais. 

b) diferentes, mas o de fog está contido no de gof. 

c) diferentes, mas o de gof está contido no de fog. 

d) diferentes e de intersecção com um número finito de pontos. 


14) (Escola Naval-99) Considere a expressão М = sen (2y + x) onde x, u € [0, л]. o 


€) diferentes e de intersecção vazia. valor de M para y = arc cos 3 e x —arc tg 
13 
: ; i senx) x x]. [ERE 10243 1245/5 ЖЫ 11643,3 
10) (Ciaba-12) O gráfico da função ЕЕН intercepta a) e d 13 с) 26 d) 26 9” 


о eixo x nos pontos de coordenadas: 


Aes] У) 
«Gee эе} 
ШЕ 


11) (АҒА-99) O valor real que satisfaz a equação arc sen x + arc sen 2 


тх 
ес” TX + cotg 7 2, onde x 


15) (Escola Naval-12) Qual o valor da expressão 


x n An, 
é a solução da equação trigonométrica шешкен [5 )- 1 definida no 
conjunto IR — {1}? 


ау ы-і с) 
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16) (Escola Naval-14) Sabendo que log x representa o logaritmo de x na base 10, 
x pertencente ao intervalo (0, 1), é TO DONA С 5) 


qual é o domínio da função real de variável real f(x) = ПЕШЕП: 
4х-х 


H 


= cos é verificada para: 


1 
| 5 d) [1,2 
12) (AFA-02) Analise as alternativas seguintes e classifique-as como verdadeiras 29209 El 91,1] ARE 


(V) ou falsas (F). 
1- O período e о conjunto-imagem da função f: IR — IR definida por 
f(x) = q senx.cosx são, respectivamente, 2x e Ей 


П- А função y = 2 arc cos 4x tem por domínio о conjunto de todos os valores 


cosx 
2 


17) (ITA-71) A igualdade 


a) Para qualquer valor de x; 

b) Para qualquer valor de x + nz/2 onde n = 0, +1, +2, ...; 

1-45 
2 


1 
de x pertencentes a [o] с) Para x > 2агс ed 


d) Para nenhum valor de x 
е) Para x = 2 arc cos (cos 60* — cos 30"). 


TRANH 


HI- Para todo x € Ha o valor de (tgx + 1).(sen? x —1) é-1 


A opção que corresponde à classificação acima é 


a)F-V-F b)V-V-F 
c)F-F-V d)v-F-V 


7 yganométricas 
0. x] definida por f(x) = 


p 24) (ITA-88) O conjunto imagem da função f: [0, 1] > [ 


18) (ITA-72) Para todo ze £, | £| < 1, a expressão tg (arc tg æ + arc sen 3) é igual > 
a: arc cos [(3x — 1)/2] é: ) bv, 34] 
т 21/3} b) [0, х] ДЕЕ 
i-p H E: a) (0, n/4, 21/3; 
a) Ваар p) e= pues e. e= B. d) [0. 27/3] e) [0, 7/2] 
app apa 1- p apli=p -1 
t пар 48 > 
d) NI=B' (0-8) e) nda 25) (ITA-91) Se a е R com a > 0 e arc sen а está no primeiro quadrante, então 
Ей 8 
ор - HE n 
o valor de tg [arc sen — + arc tg, тт! e 
19) (ITA-72) Seja Ө = arc sen b/a, com | a | > | ^ |. Então 20 vale: а+! T 2Уа 
a) 20 = arc (2sen b/a) d) 20 = arc sen (2b/a)( a! 67) Hu atl Q ava ola pda e) nd.a. 
b) 20 = arc sen 2b/a e) nda a) 24a За +1 За +1 За +1 
c) 20 = arc sen (2a/vb? —a? ) f 
š А 26) (ITA-12) Seja 5 = bentes = z}, Então, 
20) (ITA-83) A solução da equação arc (g x + are tg—— =— definida no conjunto 
x«l 4 -@ B()S-(0. C()S=R'M(0). 
dos reais diferentes de — 1 6: Б e E()S=R. Р 
a)! bI2 е) Мер d2 œ)2el ( : 
" n 
21) (ITA-84) Sendo z = cos [arc tg (a + b°) + arc cotg (a?  b^)], podemos afirmar aO 27) (IME-65) Calcular x na equação: arcsenx + агсѕеп хуз = 3 
que: 
a)z=0 d) z= cos (a + b°), зе а? + Ь?< 1 1 š iti " tisfaz a 
b)z=1 e) é impossível determinar o valor de z. 28) (IME-65) Calcular o рн үзір ds positivos EM. аларз Ане Ач 
T 46-42 
¢)z= Y igualdade x cad . 
2 S" É 
M ji e: idere 1 1 
22) Md Seja k uma constante real e considere a equação em x 29) (IME-66) Calcular: arc шт% jir шт 
агсзеп——— = k, sendo x + 0. Então podemos afirmar que: 
2x 
a) Para cada k є N, a equação admite uma única solução. S 2 1 аст E 
b) Para cada k e 3i, a equação admite duas soluções. 30) (IME-70) Verifique se arcsen jm Tm =arctg e 
c) Existe k e R tal que a equação admite uma infinidade de solução. L 
d) Não existe k e 9t tal que a equação admita solução. - 31) (ІМЕ-71) Determine os valores de x que satisfaçam a equação: 
e) Existe k e % tal que a equação admite uma única solução. T arc sen (3x) = are sen 2x — arc sen х. 


32) (IME-79) Achar os valores de x que satisfazem a equação 
Мл? - 4x? =arcsen(cosx). 


23) (ITA-87) Seja a um número real não nulo, satisfazendo —1 < a < 1. Se dois 
ángulos agudos em um triângulo são dados por arc sen а e arc sen l/a então о 
seno trigonométrico do terceiro ângulo desse triângulo é: 

312. 513. 09452 di 9420 


/ Capítulo 6. 


33) (IME-80) Determine x na equação Lorctex = же 1-5), 
2 +х 


34) (IME-90) a) Obtenha a expressão para tg Зо em função de tg a =x. 


b) Utilize o item anterior para determinar as soluções da equação: 
x'-3mx'-3x*m-0 
onde m é um nümero real dado. 


35) (IME-99) Determine 0 sabendo-se que: 


à 1-cos* 0 B 
1- cos! 0 1-0 3" 
(ii) 0 < Ө < 2л radianos 


36) (IME-10) O valor da expressão 


y= ЕІ i 


al- 
onde a é um número real e ae(- 1, 0), é: 
bjo 


a)-1 ©? d) 


37) (IME-11) O valor de x que satisfaz a equação 
sen (arc cotg (1 + x)) = cos (arc tg (x)): 
c) 1/4 d)-12  e)-32 


a)3/2 b) 1/2 


38) (IME-12) Seja arc sen x + arc sen y + arc sen z = Bn. onde x, y e z são 


números reais pertencentes ao intervalo [— 1, 1]. Determine o valor de 


O 4 10 9 
XA Ey tz Ty 2" 

a)-2 b)-1 с)0 d)! e)2 

Exercícios 

Gerais 

39) Prove que: 
a) arc tg x — arc tg y = arc tg — .Xy2-1 

l4 xy 


T. 
ii 
т. 


[27 
х+у+2-х 


1-ху-у2 


+ tg z = arc tj 
b) arc tg x arc tg y + arc tg. g ia 


c) arc cotg x + arc cotg y = 


arc cotg X 
Ж 


Xy + 
d) arc cotg x — arc cotg у = arc colg I3 
40) n que: 
arctg— + arc t; n E 
a) g+ g 3 4 


1 
b) «ms e * arc Lr -1 


1 
с) шеші алын сылы arctg 


ne nd ret DM ondes=x+y +z. 


= агсіра —-arctgc 
le 


-b 
ma 


e) arcte т 


b- 
A rater 


+arctg SÊ - 0 
D arctg 27 AER 


RU ML A xl 
h) arc tg 1 + arc tg 2 + arc tg 3 = 2[arc tg 1 +arc tg 1/2 + arc tg 1/3] 


41) Prove que: 


a) 2.arc sen x = arc sen 2х; 


b) 2.агс cos х = ar cos (2х2 1) 
2 


c) 2.arc tg x = arc tg 1 


d) 2.arc tg x = arc sen 
стс lex” 

е) 3.arc sen x = arc sen Gx- Ax ) 

f) 3.arc cos x = arc cos (4х? Зх) 


3x 
g) 3.arc tg x = arc tg 1 


42) Prove as igualdades: 


2 12 x 
a) Zarctg>+arecos— => 
3 13 2 


1 MHz 
3.aresen— +arecos— => 
4 16 


b 
2 


с) Juego act L =% 
Md TÉ 


d 


4 5 16 7 
aresen—+ aresen— +aresen— = — 
5 13 2 


e 


4.arc tg. -arct aret irm 
A O И? 
1 link 

f) 4.arctg- - arctg— == 
) 4.агс 25 rc E 239 4 

43) Calcule x na igualdade: — arctg(7x — 1) = arcsec(2x +1) 


44) Sejam a. = arc sa [2 


no quarto quadrante, Calcule o valor da expressão 25.cos(a +В). 


45) Demonstre que: 
arc sen (1/3) + arc cos (1/3) + arc tg (1/3) + are cot (1/3) = 


т 


48) Prove que arc sen [cos (arc sen x)] + arc cos [sen (arc cos x)] = T 


49) Prove que: 
a) ig (arc tg 2) + cotg? (arc cotg 3) = 17. 


42 1.5 
b) sen? aresen=— + cos? arecos— 2 


8 
c) sec? (arc tg 2) + cotg” (arc cotg 3) = 15. 


Jun arco no segundo quadrante e B = arc «(3) um arco 


TE 
r 
T 


50) Prove que se arc tg + arc 942 -2 então x = Mab. 
x x 


рс" ұ 2 
51) Se arc cost + arc cost = 0, então prove p. =- cos0 + i =sen 0. 
P bi 


52) Prove que Е wi) =sen [+a Ш 


53) Prove que arct lg + arc tg(cotg x) + arc tg(cotg x) = 0 
q ВЕ 


54) Calcule o valor de: 
2 1 
a) EX агсѕеп = —2.arcsen 4) 
3 3 
2 
b) sen(2are е2) 
3 
w. 1 
с) cos| 3.arc e; 
1 1 
d) te Lares 4) 


е) РАНЕЦ 
54 7 


f) cotg (arc tg 2 + arc tg 5) 


g) sen foar [ene 


9n 127 
h) arcsen cost + arccos send 


d 1 9 
1) arctg4+arcig > +arcig 


k) arc tg 8 + arc tg 5 + arc tg 2 


D к(а vx) sen ( zal] 
5 3 


& Funções Trigi 
m) aig Petto tameg PEEBO, org (Adr, 
ac al 


55) Demonstre que: 
a) arc ps = arc pole, are tg idt 
p p*q p'*pq«l 


1 1 lix 
b) 2.arc tg — arc tg — 2.arctg— = À 
qp teg 8574 
c) 2.arccotg 5 arc cotg 7 + 2.arccotg8 = E 
4 
COS x + COS y X y 
d) arccos| 22 |=2, tg 
(5) ace [e vi) 
56) Se arctg 1+х 1-х? Ө, provi r 20. 
56)S —P.-|=80. prove que x° = sen 20. 
Vl+x?+VI-x 5 


2 


=x” 2x 
; *2.arctg 
TX 15%” 


57) Resolva a equação 3.агсвеп 


2x 1 
7—4.arecos 
І+х? 1 


58) Resolva a equaçào arc sen x — 2.arc cos x =], 
4 
59) Resolva a equação arc cos (x/7 )+arccosx= un 
2 


60) Resolva a equacáo arc сор (х) — arc cot (x + 2) = 
12 


) arc cos x + arc L 
2 


61) Resolver a equação arc cos(x 
2 


62) Resolver a equação arc sen x + arc sen 2x = arc cos x. 


03) Resolver a equação arc tg x + arc tg 2x =arc tg 7x. 


3 2 
64) Se are sen x + arc sen 2x + arc sen 3x = 7/2, calcule o valor de 5 4262] 
6 


Б ¿sys £ Funcdes Trigonemérricas Invorsas | 


65) Resolva as seguintes equações: 


a) arc tg 2x + arc Íg 3x = 


4 
b) arc tg (x — 1) + arc tg x + arc tg (x + 1) = arc tg 3x 


2 
c)arctg +arctg; =arctg— 
4x+1 x 


1+2x 


1 1 1 Jti m 
d tg * 2.arctg— + arctg— +arctg—=— 
уа n arte al EC E q 


66) Determine o domínio e o conjunto imagem da função f(x) = 


67) Determine o domínio e o conjunto imagem da função 
f(x) = sen (are cos x).cos (are sen x). 


68) Determine o domínio e o conjunto imagem da fungdo 


f(x) = 1) = Tarccosseeo? -2х). 


69) Determine a imagem da função g(x) = 


2 
|-arcsen 
3 


70) Determine a imagem da função f(x) = arc “| 


71) Determine a imagem da função f(x) = cos (arc tg (sen (arc сої x))). 


72) Determine, em função de x, uma expressão para 
f(x) = sen (are sen х — arc cos 2х), - 1 «x <0. 


1 3 6 2n-1 
73) Calcul lor de S = arc tg— + arc tg —  arctg— +... + arct; 5 
) Calcule o valor de ar 25 Ez 27 E ar 


74) Calcule o valor de 


arcsenx 
arccosx ` 


i Maris eur 


1 
+ arc tj 
21225 E 343 


S=arctg : 
1+ 


+arct; 
1+1 E 


n+n 


Inequações Trigonométricas 


7.1. INTRODUÇÃO 


Considere f(x) e g(x) duas expressões que envolvem apenas operações com 
funções trigonométricas. Uma inequação trigonométrica é qualquer expressão do 
tipo f(x) > g(x) ou f(x) > g(x). De modo a simplificar a análise, serão considerados 
os casos de > ou <, Caso о sinal de desigualdade seja > ou <, a análise é idêntica, 
bastando trocar > por > e < por <. 

O conjunto solução de uma inequação trigonométrica do tipo Қх) > g(x) é o 
conjunto dos arcos 0 tais que a inequação é satisfeita, ou seja, Қ) > g(0). 

De maneira geral, as inequações trigonométricas são dadas, originalmente, 
com várias operações com funções trigonométricas que, depois da devida 
manipulação algébrica, se reduzem a resolver uma das inequações fundamentais (k 
é um número real): 


ѕепх> К 
senx<k 
cos x>k 
cos x<k 
tgx>k 
tgx<k 


Devido à importância destas inequações fundamentais, suas soluções serão 
estudadas nos itens que seguem. 


7.2. sen х>К 


Marca-se no eixo v o ponto de ordenada k. 
Uma reta horizontal r é traçada passando por este 
ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigonométrico 
em dois pontos, P, e P}. Considere o arco de 
circunferência P,P, , sobre o ciclo trigonométrico, 
que está acima da reta r. Todos os arcos do ciclo 
trigonométrico que pertencem a PP, são solução. 
da inequação sen x > k. Deste modo, identificando 
9 arco x de modo que x = arc sen k, o conjunto 
solução da inequação sen x > k é 


S=(x e IR /aresenk *2kn«x« n—arcsenx 4 2kx] 


: 
T 
T 


Inequações Triyonométri 


Marca-se no eixo v o ponto de ordenada k. 
Uma reta horizontal r é traçada passando por 
ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigonométrico 
em dois pontos, P, e P}. Considere o arco de 


circunferência BP. sobre o ciclo trigonométrico, 
que está abaixo da reta r. Todos Os arcos do ciclo 
trigonométrico que pertencem a P,P, são solução 
da inequação sen x < k. Deste modo, identificando 


o arco x de modo que x = arc sen k, o conjunto 
solução da inequação sen x <k é 


S=(xeIR/2kn<sx<aresenk+2kz ou п-агсѕепк +267 <x<27+2kr) 


lente, utilizando arcos negativos, é possível escrever о 
um intervalo real: 


conjunto solução em apei 


S=[xeIR/-n-arecosk +2kn < x <arecosx +2Кл} 


7.4. cosx> k Д r | 
Marca-se no eixo и o ponto de abscissa К. 


Uma reta vertical r é traçada passando por e: 
ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigonométrico 
em dois pontos, P, e Р;. Considere o arco de 
circunferência BP, sobre o ciclo trigonométrico, 
que está à direita da reta r. Todos os arcos do ciclo 


trigonométrico que pertencem а P,P, são solução 
da inequação cos x > k. Deste modo, identificando 
o arco x de modo que x = arc cos k, o conjunto 
solução da inequação cos x > k é 


S=[xeIR/2kr<x<arecosk+2kr ou 2x-arecosk+2kr<x<2n42kn) 


De maneira equivalente, utilizando arcos negativos, é possivel escrever o 
conjunto solução em apenas um intervalo real: 


S=(x e IR/-arecosk + 2Кт <x<arecosx+ 2Кл} 


7.5. cos x <k 

Marca-se no eixo u o ponto de abscissa k. 
Uma reta vertical r é tragada passando por este 
ponto. Esta reta intersecta o ciclo trigonométrico 
em dois pontos, P P, e P;. Considere o arco de 
circunferência Бр, » sobre o ciclo trigonométrico, 
que está à esquerda da reta r. Todos os arcos do 


ciclo trigonométrico que pertencem a BP, são 
solução da inequação cos x < k. Deste modo, 
identificando o arco x de modo que x = arc cos k, 
o conjunto solução da inequação cos x < k é 


S=(x€ IR /arccosk + 2kn < x< 2л —агєсозх+2Кл} 


7.6. tgx>k 


Marca-se sobre o eixo t das tangentes o 
ponto com posição igual a k. A reta que passa por 
este ponto e o ponto O corta o ciclo 
trigonométrico em P, e Ps. O arco x é identificado 
no ciclo trigonométrico de modo que x = arc tg k. 
Sejam P; e P, os pontos onde o ciclo corta o eixo 
v, conforme ilustra a figura ao lado. A solução da 
inequação tg x > k é o conjunto de dos arcos x que 


pertencem à união entre Бр, P, e РР, ‚ OU seja, 


s- [xe IR/aretgk + tn <x < etn ou туеш edis ex SE да). 


= 


E 


[ 
T 


Т, 


E 
Т. 
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77. tgx<k 


Marca-se sobre o eixo t das tangentes o 
ponto com posição igual a k. A reta que passa por 
este ponto e o ponto O corta o ciclo 
trigonométrico em P, e Рз. O arco х é identificado 
no ciclo trigonométrico de modo que x = arc tg k. 
Sejam P; e Р; os pontos onde o ciclo corta o eixo 
v, conforme ilustra a figura ao lado. A solução da 
inequação tg x < k é o conjunto dos arcos x que 


ertencem à união entre P,P, с P,P} , ou seja, 
нең 2) 


s [леик сатци ia ou T takn <x e varetgk елі); 


Exercícios Resolvidos W 


1) (UFRGS-96) No intervalo real [0, 1/2]. o conjunto solução da desigualdade 
sen x.cos x < 1/4 é 

a)[0.7/15]  b)[0,z/12] с)[0,л/10] 
Solução: Não há alternativa correta 
Multiplicando os dois membros da inequação por 2: 


d) [0, 1/8) €) [0, 0/6] 


1 
2.senx.cosx но => ѕеп2х s5 


A figura ao lado mostra todos os 
possuem seno menor ou igual a 1/ 


ipulos que 
Assim, a 


" 1 
solução da inequação sen2x < 


Ti 
ME nm $2x«2* => 
б 
5 
0<x<Lu Econ 
12 12 


4 n 1 
Fazendo a interseção com [o z] obtém-se como 


4 5 n 5x n 
conjunto solução | 0, — |o] =, = |. 
12 2 


12 


Caníulo 7 mequações Triyenométricas. 

2) (Unesp-14) O conjunto solução (S) рага а inequação 2cos x + cos 2x > 2, em 

que 0 < x < x, é dado por: 

®8={хе([0<х<®ош SE cx cm b) S-ixe(0,.D] E ex < 28 
6 6 3 F 


2 
c) 5-ке Been] озек) 


e) S- (xe(0,))) 
Solução: Alternativa A 


Sabe-se que cos 2x = 2cos! x— 1 

Isolando 2cos” x em função de cos 2x: 

2cos х = соз 2x + 1 

Substituindo esse resultado na inequação original: 


1 
Cos2x+]+cos2x>2 => cos?x>— 
2 
т 1 ы; 
Sabe-se que 3 = 872005: Deste modo, a solução 


: 1 
da inequação cos 2x > E vale: 


x Sn 
92x ou 52552 > 


3) (AFA-95) Sejam U e V conjunto-solução das inequações 2.cos x < | e 
2.senx< 1, respectivamente, no intervalo 0 < x < 2x. Então UAV é o intervalo: 

т 5n 5л 5л 

— 6) =<х<2л c)—<x<— d)> <х52 

3 3 3 А ШЕЙИН 

Solução: Alternativa С 


x 
а)-<х< 
"3 


As figuras ao lado mostram as 


А А l 
soluções das inequações cosx 5-е 


1 
* senx< = a saber: 


1 x 
COSXS— > —<х< 
2 3 


EI 


1 
senx<— = 0<х< ou S ck con 
2 6 6 


4 4 MT 5л 5n 
Fazendo a intersecào desses dois intervalos encontra-se T3 <xs—. 


3 


4) (ITA-08) Determine todos os valores а € EA tais que a equação (em x): 


х-245х» tg a = 0, admifa apenas raízes reais simples. 

Soluçã 

Seja y y! -238y +tga =0 (1) 

Para que na equação original tenhamos raizes reais simples a equação (1) deve 
possuir A > 0 e raízes positivas, logo: 

i)A-QU3y-411go 54 43-4tga 5 0 = ша</3 


л 
Assim para a. € | | emos - 2<о<1 (2) 


4 рызы PM ы 
EE nr 5184. 20115 48-(/3-ша>0 E МЗ - tgo. «45 > 


н) SENA 
1/3-шо</3 > tga>0 > ae loz ® 
x 


Fazendo a interseção entre (2) e (3): a € p 1. 


5) (ІТА-06) Determine para quais valores de x е (-л/2, л/2) vale а desigualdade: 
log (4sen" x — 1) – log (4 — sec2x) > 2. 
Solução: 


l 
Condição de Existência: 4sen'x - 1>0 = sen?x тд 


1 1 n т т л 
зепх<—— ou senx>— -=<x<-— ou —<x<— (l) 
2 2 2 6 6 2 


А 26 2 2401 
Condição de Existência: 4—sec'x» 0 => ST = 
1 хе(-л/2. 2/2) x x 
cosx<-— ou cosx>— = --<х<-- (Ш) 
2 2 3 3 


Desenvolvendo a inequação: logo, «(4sen? x- )- log... (4 —sec? x)> 2 © 


4зеп? х—1 › 4sen? 2 
lo; —Ñ |» loj cos x <> «cos x <> 
tos 4-sec? x ) PE 4-sec? x 
2х 2х -4)cos(2x cos(2x 
4sen"x 4cos x*l.o ( ) s( X) 0 ( х) o 
4-зес2х 4-sec x 4-sec x 


Como 4 — sec?x > 0, pela condição de existência, deve-se impor que cos 2x > 0. 


д пт 1 
Já que x € ELE є(—л;л). 


Neste intervalo, cos 2x > 0 quando 2x e ЕЕ = xe (ға (HD 
22 44 
6) (ITA-12) Determine os valores de Ө е [0,27] tais que 
logo, > 0. 


Solucáo: 
Inicialmente, deve-se impor que 0 < tg (0) + 1. Como 0 e [0, 2x], conclui-se que O 
deve pertencer ao conjunto (м) (9) (55) [9] («3 [Є] (E) (09) 
4 4'2 4 4'2 
Além disso, tem-se que e") > 0, v 0 є R. 
Dessa forma, a inequação dada equivale a: 
log, (0) e" > Іор) 1. Podem ocorrer dois casos: 
a) tg (0) > 1. Com as condições de existência, em (1), conclui-se que: 


MEE 


e , | =e & sen (0) 20 


Com a condição em (II), isso equivale a = (5.2) о) 
b) 0 < tg (0) < 1. Agora, а inequação dada resulta em: 
e . 1=e c» sen (Ө) < O (III) 

Como 0 < tg (0) < 1, de (1) conclui-se que 


De (o3) ч (=) Com а condição (ш): 0 є (nã Jem 


Portanto, a partir das possibilidades destacadas em (+) e (%%), o conjunto solução da 


5 
inequaçào dada é: S = (der: E<o<E ou аа.) 


7) (ITA-14) Determine о conjunto de todos os valores de x е (0, 27) que 
satisfazem, simultaneamente, 


2sen?+senx—1 


<0etgr+ V3<(1+ УЗ cotg x)cotg x. 
cosx—l 


Solução: 
2sen?x+senx 


1) Inicialmente será analisada a inequação 


cosx-l 


FE» 


Ci 


Trigonométricas 
Como cosx — 1 < 0 para qualquer x e] 0, 2x | e cos x deve ser diferente de 1, tem- 
se que 2sen'x +senx=1>0 => (2senx- 1)веп x+ 1) > 0 >senx>1/2 > 


NE 
xe EH q 


Il) tgx mind); : 


tgx 
(tgx — 1).(tgx +З) < 0, pois tex >0. 
Estudando o sinal de ambas para tg x encontraremos: tg x <—V3 ou— 1 <tg x < l. 


icluímos que: 


lo 


tex< J e xe Ease 


ou xX € 


[o 


-1<tgx<1&x Jo 
Fazendo a intersecção de (1) com (2) (2): 
КЕСЕНЕНІ ЕНЕ 
“2164 273 476 

8) (ITA-04) Determine os valores reais do parâmetro а para os quais existe um 
número real x satisfazendo Vi=x za-x. 


Solução: 
Para que exista solução real para a inequação devemos ter: 
1-хі20 = x«1 > -Isx&l. 


Assim, existe um arco y (0 < у < 2x) de modo que x = sen y. Desta forma: 
y2a-seny > 


7 
>a-x =  yl-(seny) за-зепу > cos 


2 2 
a<|cosy|+seny > а (ен Xen. 


Se cos y 2 temos que adi 


2 > 
Se cos y < 0 temos que a < [ea] = a <U2sen[y-1) 
2 4 
Como- 1 < sen y < І, então temos, nos dois casos, que a<y2. 


9) (IME-09) Resolva a seguinte inequação, para 0 < x < 2x: 
3sen?x + 2cos? x + 4senx— (1 +42) senxcosx + 4 cosx -2(2» 2/2) 


2senx —2\/2вепх соз х + 2cosx - /2 is 
Solucáo: 
Fen хе 2005" х+4вепх-{1+4/2)зепхоквх+4хвх—4—4//2—4вепх + Percoos-4ocex 2/2 
4 2senx —2/2senxoosx— (2 «25x. 
sen x+2-—-senxcosx -2 ғ senx (senx - cos x) 


>0 


2senx (1- V2 cos) - V2 (1- V2 coss) va (Уззепх - I) (1— /2 cosx) 


O к4 т? 3m4 x 5m4 744 2m 


senx PI + кү 
senx-cosx - + +++- 
Vsenxsl . = 10 рн огы 
l-J2csx - + + +++- 
Produto Е ИИСИ 


ercícios / 
ee S Seats 


1) (UEPB-11) Sendo f uma função definida por f(x) -(1). 0 < x < 4m, então 


f(x) é positiva, quando: 
a)0 <x «6n 0) 0 <х <4л с)-п<х<2л 
d)-1«x«7 е)0<х<2л 


2) (UFBA-07) Dadas as funções f(x) = sen(2x) e g(x) = sen(x), determine para 


quais valores de x, x € [0, 2л], f(x) > р(х). 


3) (UFRGS-10) As soluções da desigualdade 2.sen' x — sen x > 0, no intervalo 
(0, 2л], são os valores de x tais que: 

а)х> л/6 b) x/6 < x < 51/6 

C) x< 1/6 ou x > 51/6 d) 1/6 < x < 51/6 ойл <x « 2r 

e) 51/6 « x «2n 


4) (Fuvest) No intervalo (0, 1/2], determine o conjunto solução da inequação 
sen 2x — cos x > 0. 


5) (Mackenzie-02) Um intervalo que contém soluções de sen 2x > 2.sen x é: 
a) [0, 1/4] b)[u/4.z/2] с) [x/2, 3/4] 
d) [37/4, т] e) [m, 51/4] 


6) (Unirio-02) Resolva a sentença 2.cos? x — 3.cos x + 1 < 0, sendo [0, 2n[ 


7) (UEPB-11) A equação 2x! + 2x +sna=0, com 0 < a € n, não admite 


soluções reais, se: 

а)0<а<2л/3 b)n/6<a<n c)n6<a<sSrl6 

Ф0<а<л/2 е)л/3<а<л/2 

8) (UFPA-09) Uma rampa de skate plana com inclinação а. em relação à horizontal 
3 Ы 

tem base b e altura һ. Sabendo que h = 4 b, em relação a о, podemos afirmar que 


a)0 «a < 1/8 b) 1/8 <a <n/6 с) s/8 «a <т/5 
d) v4 <a < 1/3 e) 7/3 «a < 1/2 


Canítulo 7. Inequacóes Trigonométricas 
9) (UFPB-03) No estudo de trigonometria, Maria e João se depararam com as 
seguintes desigualdades: 
T cos(-20") < cos(35°) 
l. sen(20") < ѕеп(35°) 
Шш. cos(-20") < sen(-35") 
Está(ão) correta(s) apenas: 
al ЫП с)Ш d)lell e)lelli 


10) (FEI-14) O conjunto solução da ayresi |2соѕ 4 < 1, para 0 < x < 27, é: 


n 5л 7л lin Tr 9n 

a) {=< x <> ou — <x<— b) Eere ou Tex 
26 6 6 6 6 6 

4n 5n 3л 5п 7n 

с) LL oy окт d) Fox 
3 " 3 3 4 4 4 4 


4n 5л 
е) Eers ou Tex 
6 3 6 


11) (Insper-08) A seqüência 
| cos| 2 


БЕРЕ cos Е 

1, d2/f 43 (4) 
possui x termos maiores do que 0,6. Portanto, 

a) x = 2008. b) x = 2005. c) x = 2003. 
d)x=6. e)x=3. 


12) (FGV-10) a) Construa o gráfico das funções f(x) = 2 + sen x e g(x)=2+cos 2x 
para 0 <х<2л. 

b) Admita que f(x) e g(x) indiquem as cotações das ações das empresas F e G na 
bolsa de valores de São Paulo no intervalo de horas 0 < x < 2x (x = 0 indica 12h00, 
ех = 2л = 628 indica, aproximadamente, 18h17). Determine algebricamente 
(equações e/ou inequações) o intervalo de horas, com 0 € x < 2x, em que a cotação 
das ações da empresa F foi maior ou igual à cotação das ações da empresa G. 


13) (Unicamp-87) Ache os valores de x, com 0º < x < 360º, tais que 
2.cos! х +5 зепх-4>0. 


14) (Fuvest-98) а) Expresse sen За. em função de sen а; 
b) Resolva a inequação sen Зо > 2.sen а. para 0 < а < x. 


15) (Fuvest-03) Determine os valores de x no intervalo ]0, 2n[ para os quais: 
cosx >3.senx + 3 


16) (EsPCEx-02) Se o cosseno de um ângulo de medida k é o dobro do cosseno de 
um outro ângulo de medida w ambos pertencentes ao 1” quadrante, pode-se afirmar 
que todos os valores de w que satisfazem essa condição pertencem ao intervalo 

а) (0%, 15º] b) (15%, 30°] c) [30°, 45°] 

4) [45°, 60°] е) [60°, 90°] 


, para 0 < x 


x 
6 
Sws л < x 5л 
ОА ту 6 » DARIO b 


18) (AFA-12) Sendo x e [0. 2x], a interpretação gráfica no ciclo trigonométrico 
para o conjunto solução da inequagáo — 8.sen x + 10,sen” x = 3 < 0 é dada por 


a sen 9 psen 


b) 


19) (Escola Naval-87) O conjunto das soluções da inequação cos!x — 4cos'x + 
6cos! x — 4cosx +1< 0 é: 

a) @ уз с) {2Кл[кє2} 

d) {knik ez} е) {(2k+1) піке z} 


Capitul 7 Inequacáes Trigonométricas 
25) (ITA-83) Dado o polinômio P definido por Р sen Ө — (tg 0)x + (sec” 
os valores de 0 no intervalo |0; 2x] tais que P admita somente raízes reais são: 
а)0<0 < л/2 0) 7/2 <0 <x ou n «0 <3л/2 
с)л<0<3л/2 ou 3л/2 < x «2n d) 0 < x < 3m/2 
е) л/2 < x < 37/2 


a) (x e 9t/ xe [л/6. л/3[ U [7n/6, 4л/3[} 
b) (x e R/ x e ]л/4, 1/3] v ]5л/4, 41/3]; 
с) (x e 3 x e п/б, n/4[ U [77/6, 5т/АГ) 
d) (x € R/ x e [1/4, л/3[ v [57/4, 41/30 
e) {хе 9U x e ]i/6, 1/4] U |7л/6, 51/4]; 


26) (ITA-86) Seja a е R, 0 < a < | e fuma função real de variável real definida рог 
2 
анат) 


f(x) =— —>——— 
cos(2nx) + 4.соѕ(лх) +3 
Sobre o domínio A desta função podemos afirmar que: 


-J2)nZ ER: тох 5 
21) (Escola Naval-10) Sejam A е В conjuntos de números reais tais que seus V2)nZcA Фікезіхе ех>/2)сА 


o ? DA=] А [4/2 4/5] 
elementos constituem, respectivamente, o domínio da função f(x) = | LIENS - с)(-/2,/2)сА 
no universo [0, 2x] e o conjunto da inequação hid >0 para 0 «x « m, 27) (ITA-88) Sobre a equação tg x + cotg x — 2 sen 6x, podemos afirmar que: 
PESCA ех ғ a) apresenta uma raiz no intervalo 0 < x < z/4 


com x # L, Pode-se afirmar que B — A é igual a b) apresenta duas raízes no intervalo 0 < x <7/2 
2 


с) apresenta uma raiz no intervalo 1/2 < x < x 
aio 5л Пт b) 5л 7л об d) apresenta uma raiz no intervalo z < x < 32/2 
64 4' 6 676 e) não apresenta raízes reais 
тт Tr lx 5n 
d) sal [6° 6) 9 Frid y 28) (ITA-00) Para x no intervalo [0,7/2], o conjunto de todas as soluções da 
inequação 
22) (ITA-68) Determinar а.0 5 а < п, para que a equação sen(2x)=sen(3x + a >0 
(2cos* а)х? — (4cos а)х + 4cos'a— 1 = 0, 2 
tenha soluções reais. é o intervalo definido por 
л n л x m T 
А)--<х<- В)-- = C)=<x<— 
(A) YD (В) 1л 1255 3 


а) (-. 


23) (ІТА-76) А inequação 4.sen? x — 2(1 +2)sen x +42 < 0 tem uma solução x, 10 12 
tal que: X сы Б) E 2% 
a)45" «x «60? )0<х<30% с)35%<х<45% Di. (8) <х<3 
d)60º<x<75º e)nda 


24) (ІТА-80) No intervalo x < x < 2x, quais são os valores de k que satisfazem а 
inequação (Іор. k)*"*> 1? 


a) Para todo k > e b)Paratodok>2 с) Para todo k> 1 i: soluções da equação (em x) x“ - {/48 x^ + tgo; = 0 são todas reais, é: 


29) (ITA-04) O conjunto de todos os valores de a, a є H 


d) Para todo 1 <k <e e) Para todo 0 <k < e a) Ес m ES 9 EH PIE: 9 zal 
3 44 66 3 1273 


30) (ITA-06) Seja x um número real no intervalo 0 < x < л / 2. Assinale a opção 
que indica o comprimento do menor intervalo que contém todas as soluções da 


desigualdade. 
1 b 
за) 5 (cos ; esto 20. 


2 2 


а)т/2 b) 1/3 с) л/4 d) x/6 e) v/12 


ЗІ) (IME) Resolva: 4sen" x — 2(1 + 42 sen x + 4/2 «0 


P 
32) (IME-88) Resolva, no intervalo |0, 2л]: 25% 


— rsen. 
senx—cosx— 2 


33) (IME-89) Resolva a seguinte desigualdade: Copan = COR = 22 para 0 < x < 
cos2x 
T. 


34) Resolver as seguintes inequações, para x e [0, 27]: 


a) sen 2x > cos x. b) sen x > cos” x. 
с) 8.5еп x *2tgx-sec'x «0. d)cos?22x + cos? x « 1. 
sen2x—2 
>0. 


cos2x+3.cosx—1 


35) Resolva as inequações: 
cosx 


a) cos3x + 3 sen3x <- b) 


— ——« 
1+ соѕ2х 


2X 
c) 2.sen? — 2 x3 o o x. 
c) 2.sen 7 tcos2x «0. d)tg x +3 >3.tg x + tg x. 


sen2x —cos3x 
6) LA 


5.ѕеп? x — 3.sen x.cos x — 36.cos! x > 
sen3x+cos3x » iria 


g) sen 4х + cos 4x.cotg 2x > 1. h) ѕеп x + соѕ° x <2 


i) 4.sen x.sen 2x.sen 3x > sen 4x. 


cos?’ x 
1 x 
К) 3.cos? x.sen x - sen! x < —. COS х + 2.cos 
2 cosx+2.cos 


Po 


Desigualdades Trigonométricas 


8.1. INTRODUÇÃO 


No capítulo anterior foi apresentada toda a toria necessária para encontrar о 
conjunto solução de inequações trigonométr Do ponto de vista da linguagem, 
as palavras “inequação” e “desigualdade” são sinónimas, Contudo, neste livro será 
feita uma sutil diferenciação entre as mesmas, Será classificada como “inequação” 
a expressão do tipo f(x) > 0 ou f(x) < 0 onde deseja-se determinar os valores de x 
que satisfazem a inequação, ou seja, quando é solicitado o conjunto solução da 
inequação. Normalmente a inequação é em apenas uma variável, Será classificada 
como “desigualdade” a expressão do tipo f(x, y, z, ...) > 0 ou f(x, y, Z, ...) < 
deseja-se demonstrar sua validade para todos os possíveis valores das у; 
y. Z, ... pertencentes a um determinado domínio, 


Uma exemplo de inequação é a expressão 2.созх- У « 0, onde d 
encontrar seu conjunto solução, ou seja, os ores de x que sa 
inequação. Por outro lado, um exemplo de desigualdade é, sendo A, B e C ángulos 
de um triángulo, cos A + cos B + cos C = 3/2, onde deseja-se demonstrar que tal 
desigualdade sempre é válida para A + B + C = z, 


Observe os exemplos seguintes para entender as principais técnicas que serão 
usadas nas demonstrações das desigualdades trigonométricas. 


8.2. MANIPULAÇÃO ALGÉBRICA 


A demonstração de desigualdades utilizando apenas a manipulação algébrica 
consiste em aplicar apenas operações algébricas, principalmente a fatoração, para 
reduzir a expressão original a uma outra exp o equivalente mais simples, onde 
€ possível identificar seu valor máximo ou mínimo. Nos exemplos seguintes será 
possível observar a aplicação da manipulação algébrica na demonstração de 
desigualdades trigonométricas. 


Exercícios Resolvidos M 


1) Demonstre que, se A e B são arcos do 1° quadrante do ciclo trigonométrico, 
A+B_senA +senB 


entáo sen 


Solução: 


Capitulo 8. Desigualdades Trigonométricas ---- Capitulo 8. Desigualdades Trigonométricas 


Se A + B está no 2º quadrante então sen (A + B) é negativo, fazendo com que a [o] а ea 
desigualdade seja trivial. Suponhamos entáo que A + B está no 1° quadrante. cos А + cos В + cos С < 25en +cosC = аы, 1-2sen i5 


sen А +senB c 
SEIS Jen ur À 
sena sen B =2sen[ ^29 со А-В 2 Ecos B Fazendo sen— = х tem-se cos А + cos B + cos C < 2x 
2 2 A+B 2 2 | 
2 
2 1 3 1 3 
És -Ax о >-2|х--| sí 
Не senA +senB Como ax 1) <0 então 2 EE 3) 55 
?; 2 А +В бепА +ѕепВ 
Сото cof ) < 1 então ATE < sen 2 > 2 Deste modo, conclui-se que cos А + cos B + cos C 42 


sen 


> 


A ВС A-B A+ di 
г AM. b) зе sen T т соз sen = 
2) Seja a e B dois ângulos de modo que tg o. = n.tg f. Prove que: 2 2:2 2 2 


e п ё с. 
i-a 920 y -2|% co 12 sen ins = 
Solução: { 
шо -р)- 189—180 -@-0ыр_ n-1 E 

+tgateB bent B cotgB+ntgh Hi СЕСЕ Шр 
(а В) = m- =e і Еа 


ss 
(cotgf + nep) (cotgB—ntgB)' +4n 
Como (cotg B — n tg B) > 0 então (сор fi — n tg B)? + 4n > 4n, onde segue que 


a-p o 
4n 


zi so (5-8) еа) MERE 
4 2 2 4 


—1+соз А + cos В + cosC 
4 


3) Demonstre que, se A, B e C são ângulos de um triângulo, então: 
3 
a) PPSA toos говс 62. Айы senA ы sen © - COSA Heos B cos C 1 <3 DL 
b) sen Bl ШІ ШЕ y ¡ae 
E 2А 2B 2C I-cosA l-cosB I-cosC 
2 c) sen? — +ѕеп? —+ sen == + yl 4” 
^ 2 2 2 2 2 


c) sen! À sen? B+sen? С > 3 
2 2 2^3 


a 3-(cosA +cosB+cosC) 
» 2 


Solução: 


Se A, B e C são ângulos de um triângulo então A + B + C = z. Como соз А + соѕВ + соѕС < então: 
2 


cos A + cos B + cos C = 2со A + B T 
os C = 2cos. cos ЗА 2B 20 3 cosA+cosB+cosC 
sen? —+sen? 2+sen* === 
2 2 21:2 2 


3 3 
x E 
2 4 


5 
Е 4 


бт O) А-В J 
exe (1- ros 2 +eosC = 2sen cos +cosC 


Como 0 < cos <1 segue que: 


4) (Ciaba-11) Sejam x, y e z números reais positivos onde x + y = 1 — z, e sabendo- 
se que existem ângulos « e B onde x = cos'a.cos'p e y = cos'a.sen'f. é correto 


afirmar que o valor mínimo da expressão a + 2 Li 42.—— é: 

Puy" tz x+y 
a)6 b) 62/2 c)12 d) 92/2 e) 24242 
Solução: Alternativa E 
Observe que x + y = cos'a.cos*P + cos'«.sen f = cos'a(cos B + еп) = costa 
Assim: z —(x+y)=1 — cosa = sena, 
Deste modo, a expressão que se deseja calcular o valor mínimo pode ser escrita 
apenas em função de tga e tgp: 

2 

lA og 2. NM 3: EA 
My 2 x+y cosacos” p cos asen'f senta cos” a 


ер ug 


2 2 2 
=6+3 igor |+ ш? atg p-242 te^ a 218-9 |. ip 2 
ta up up 


en (ee) СЕ) Са”) +242 
tga tg 


E 
Como todo quadrado perfeito é maior ou igual a zero segue que: 


1,2,3 545 7? 26.62/2-12«242 
x y z хау 


A igualdade ocorre quando todos os quadrados perfeitos forem iguais a zero. 
Isso ocorre quando: 
жел т kx 2 
а= 1 > tga-tl > 9272257208 2; 


i)tgp-42 > 16В= +42 > В =агстр4/2 + 2кл ou B arctg(-2) « 2ka 


= sec? asec? В+ 2sec? о соѕѕес? B + 3cossec? а - 22 tg? a = 
ID 1 Jal -221ga = 
еВ tga 
=1+tg а +082 pri atg В 242tg^ o 2 248 034 2 -av2tg a = 
rh “” 


Desigualdades Trigonométricas 


8.3. USANDO A DESIGUALDADE DE JENSEN 


Antes de definir a desigualdade de Jensen é necessário introduzir os conceitos 
de função de côncava e função convexa, 


8.3.1. Função Convexa: Uma fui ção é classificada como convexa quando seu 
gráfico está acima de qualquer tangente a um de seus pontos. Por exemplo, a 


д n 
função f(x) = tg x é convexa no intervalo 0 5 x = T 


8.3.2. Função Cóncava: Uma função é classificada como côncava quando seu 
gráfico está abaixo de qualquer tangente a um de seus pontos. Por exemplo, a 
função f(x) = sen x é convexa no intervalo 0 < 


y 


Capitulo 8, Desigualdades Trinonontétricas | 
8.3.3. Desigualdades de 326888: Seja f: (a, b)>IR uma função convexa em todo о 8.4. USANDO A DESIGUALDADE DAS MEDIAS 
intervalo (а, b). Então, para quaisquer хі, x», ..., X, € (a, b) é válido que: 
fa) * foo) + 16) > (E +X)... XQ ) 
n n 
Se f for uma função côncava em todo o intervalo (a, b), segue que 
Tex) + (х) ++ f(x) $ ТЕ EX) toy ) 
n n 


E 


8.4.1. Desigualdade Entre as Médias Aritmética e Geométrica: Dados n > 1 
reais positivos aj, a», ..., Ap, Então: 


a +a, +...+а, 
AA aja 


n 


ocorrendo a igualdade se e só se ay, a>, ..., а, forem todos iguais. 


Acompanhe os exemplos seguintes para entender melhor a aplicação da 
desigualdade de Jensen na demonstração de desigualdades trigonométricas. 


Exercícios Zesolvidos Ж” 
1) Seja ABC um triángulo acutángulo. Prove que tg A.tg B.tg C > 3.5. 
1) Demonstre que, se A, B e C são ângulos de um triângulo, então: Solução: 
Como A, B e C são ângulos de um triângulo: А +В =л-С => 
S rbd odi 15 tgA+tgB 
2. (А+ В) = (тС) > ESTES. 
1-tgA.tgB 
tg A *tgB-7-tgC tg Ал Вл С > tgA+tgB+tgC=tgAtgBtgC (1) 
Se AABC é acutângulo então tg A, tg B, tg C > 0. Assim, pode-se aplicar a 
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica: 


tgA À tg BH tgC 2 3i /tg A.tg B.tgC 
Usando a expressão (1): tgA.tgB.tgC 233/tgA.tgB.tgC => 
(tgA-tgB.tgC)' 23(gA.tgB.tgC) > tgA.tg Big C > 343 


Exercícios Resolvidos M 


1111 


a 


-ес > 
b)tgA+tgB+tgC> 343, сот AABC acutângulo. 
Solução: 
Se A, В е C são ángulo de triângulo então 0 < А, B, С < x. Como para x є (0, z) a 
função f(x) = sen x é uma função côncava, segue que: 
f(A) + f(B) + ҚС) s(=5) 
3 


f 3 
sen A +sen B +sen C (ане) E) УЗ 
< зеп =sen| — |= 


3 
343 


sen A +sen B+senC «—— 


2) Se A, B e C são os ángulos de um triángulo então prove que 
sen A.sen B.sen C < ENEN 
b) Como AABC é acutângulo então 0 < A, B, C < 7/2. Como para x е (0, 7/2) a 8 


função f(x) = tg x é uma função convexa, segue que: Solução: 
f(A)+f(B)+ f(C) H ( A+B+ <) No item sobre а aplicação de desigualdade de Jensen foi ҮЕНИ аче, зе А,В 
3 3 e C são ángulos de um triângulo: sen A + sen B +senC < 393 =Ë (1). 
хаав 2 (+5) = (5) = > Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica e pelo resultado (1): 
А +senB +senC 0/3 
tg A +tgB+tg C> 343 - de A sen Bent < SENA +senB+senC) V3 


3 2 


x5 
8 


3 
sen A.sen B.senC < (3) = sen A.sen B.sen C < 


TRATAN 


d Capítulo 8. Desigualdades Trigonométricas am 
8.5. SUBSTITUIÇÕES GEOMETRICAS қ 


Nos problemas que envolvem ângulos de um triângulo é possível utilizar а 
ferramenta de substituições geométricas, que consiste em substituir senos, cossenos 
e tangentes de ângulos de um triângulo por expressões contendo medidas do 
triângulo (lados, alturas, medianas, inraio, ...) ou a área do triângulo. Depois de 
realizadas as substituições geométricas, a desigualdade trigonométrica se 
transformará em uma desigualdade algébrica, que deverá ser demonstrada 
utilizando as desigualdades clássicas ou mesmo por pura manipulação algébrica. 


Abaixo serão demonstradas as expressões mais usuais que poderão ser 
utilizadas para realizar as substituições geométricas. 


A figura ao lado ilustra a 
configuração de um triângulo 
ABC, onde são traçadas as três 
bissetrizes dos ángulos, que se 
encontram no incentro I, centro 
da circunferência inscrita em 
ABC. Os pontos X, Y e Z são os 
pontos de tangência dos lados do 
triângulo com a circunferência 
inscrita. 


Sabe-se que S = pr, onde S é a área e p o semi perímetro de ABC. Além 


disso, pela fórmula de Heron, $ = Jp(p-aXp=b)(p=c). 


Observando o triângulo AIY segue que: 
А r Ss  dvbp-aXp-bXp-o) _ 
2 p-a p(p-a) p(p-a) 


(p-bXp-c) 


tg 
p(p-a) 


Calculando cos. 


aM Аны АН ,(p-bXp-c) p(p-aj+(p-bXp-e) ^ bc 
2 p(p-a) р(р-а) р(р-а) 
L= be PST p(p a) 
со? р(р-а) 2 be 


+ A 
Determinando sen 2} 


Capítulo 8. Desigualdades Triganométricas. 
A 2A d pe-a [et-a (p—-bXp-c) 
sen— = ,[1— cos =d- = = 4 
2 2 be be be 


O valor de sen A iue ser determinado pela expressão do arco duplo: | 


m -2Урр- P bXp-c) -2. 


senA = 2sen А co: | 


келе 
Fm 


Uma substituição BUDE para o cosseno E ser m азнав a lei dos 
cossenos: 
b? «c? -a? 
2bc 
Também podem ser utilizadas expressões que relacionem as funções 
trigonométricas com a área e os raios das circunferências inscrita e circunscrita ao 
triângulo: 


a'-b'*c-2bccosA => cosA- 


(a+b+c)r 


зеп А = 
be 


a 
б Amt 
sen 


As expressóes encontradas para o ángulo A podem ser generalizadas para os 
outros ángulos de ABC: 


(рар) 


А [p-bXp-o) „В. ((-аХр-с) yE- 
E pp-a ' ^2 V pp-b ' 2 | рФ-© 


cost- fe- d cosB = Pe. cos - [pe-o 
Y ac 2 ab 
_ [6-bXp-0) B ((р=а)(р-с) €. ((p-aXp-b) 
2 d ГЕЗ TRUE TE TERRAÇO ab 
sena =, Hess snc- 


os s: 2; 

2bc 2ac 2ab 

(CERES) sen (a+b+o)r 
ac ab 


en B = 


a b 
en A =. senB => 
Ў RR 2R 


азы +а?с* +6202) -(a* +b! e!) 


g Va +b+oCa+b+ola=b+oXa+b—0) ж 
n 4 
lay ato) Jato ral +6202) - (à? +6? ec") 


4 4 


Exercícios Zesolvidos 


С 
27 


1) Prove que, se А, В е С são ângulos de um triângulo: зеп sense 51. 


Solução: 
Utilizando as Pd geométricas já demonstradas: 


sen A sen É sen - [22% bXp—c) p= aXp-c) (e aXp-b) 
lici As - (р; ae- bXp-c) 
2 2 2 abc 


Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica: 
c-2p-a-b-(p-a)«(p-b)22/(p-aXp-b) = c22 /(p-aXp-b) 
Analogamente: b22/(p-aXp-c) e а> 24(p-bXp-c) 
Multiplicando essas três desigualdades: abc > 8(p-a)p-b)p-c) = 
(p-aXp-bXp-9 ç A Pra S el 
abc 2 2 2:18 


2) Prove que, se A, B e C são ángulos de um triângulo: 
sen? A «sen? B+sen? С <2 : 


Solução: 

42 452 4S? asa? + 
sen? A +sen? B+sen? C BE FEM xav Ian 
Uma expressão, para a área de um pao em fungáo de seus lados é: 
sn 2(а?Ь? + а?с? + Ь2с2) - (a! + ас”) 

16 

Substituindo na equação original: 
[2(a?b? + ale? + bic?) - (a* +b! +с')Ка? +b? +0?) 
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sen? A +sen?B+sen?C= 2122 
4a b'c 

Desta forma, uma desigualdade equivalente à original é: 
(азы + ade? + bic?) - (a* +ь* roça? +b? +c?) 9 


2,222 


o 


9a?b?c? + аб + bf + сб + a'b? + айс? ары + alc! + bie? + be! > 

ж2а + 2a'c? + 2а26'  2a'c! + 26'с2 + 2Ь°с* + бас? > 

2a + 2b* + 20º + 6a?b?c2 >2а + 2a'c! + 2а2Ь* + 2alc*  2b'c^ + 2b'c* < 
(@ +b? + с2)(2а* + 2b! + 2c* – 2a°b? – 2a°c? -26 2) 20 > 

(@ + b? + pa! — b^? + (ay + (b? — y] 20 


Em 
Em 
Fam 
т” 
ри 
Em 
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Esta última expressão é evidentemente válida, fazendo com que seja verdade a 


desigualdade sen? A +sen? B +sen2 C 55. 


3) (Olimpíada da Alemanha-87) Com as notações habituais para os triângulos 
(r, raio do incírculo; S, área do triângulo), demonstrar que 


Ú Ay 11.5228: 1126218 
—cos” сог 008) tar s: 
a b 2 2 8 


Solução: 
Ee š ax | E s 
Utilizando a fórmula cos” 2 = 24 +cosx) juntamente com a lei dos cossenos: 


Desa A dl b«cg-a) bi+cê-a? +2be 
—cos — = 1+ = 
а 2 28 2bc 4abc 


1. „В а? +с2-62+2ас 1 „С а? +62 с? +2аь 
Analogamente: —cos! — ————— — ———— e -ccs:Z=—— —— — — 
b 2 4abc c 2 4abc 
Substituindo: 
1563144. lira Bird 2€ _ a` +b? «c? + 2(ab + ac + bc) Sabre)? op 
—cos? — + cos” — +—cos! — 
a 2 b 2 c » 4abc dabe — abc 


Como a área de um triángulo é dada por S = pr: 


atos 2 c. 2 abc$ 
Pela desigualdade entre as médias aritmética e geométrica: 
ажо pe а, p > abe. 


Desta forma, conclui-se que: lost. B. les C ath 
a 2 b 2 с 2 85 


$ Capítulo 8. Desigualdades Trigonométricas 
8.6. SUBSTITUIÇÕES TRIGONOMETRICAS 


Suponha que você tenha em mãos uma desigualdade algébrica tradicional, 
composta, de maneira geral, de três variáveis. Se as variáveis dessa desigualdade 
guardarem certas condições, é possível substituí-las por variáveis trigonométricas, 
como seno, cosseno e tangente. Verifique nos exemplos seguintes como utilizar 
esta técnica. 


Exercícios Resolvidos M 


1) Encontre o valor máximo da expressão: 


xy ex fio y? «ydi-x Jay. 


Solução: 

Para que esta expressão faça sentido: 

1-хі>0 e 1-y!'20 O xX>l e ysl O - 15х51 e -1<у<1 
Assim, existem os ángulos o. e p, (0 <a, p < m) tais que x = cos ® e y = cos В 


P=xyexyl=y? +y ox? -Ja-xxi- y!) - 
=cosa.cosf + cosa. I — cos? B +соз В — cos? a -Ja —cos” a(1— cos? В) = 
= cosa.cos) + cosa.sen D + cos P.sen a — sen o. sen B = cos(a + В) + sen(a + В) = 


(омер Benta о) Es амын 


2) (Olimpíada da Coréia do Sul-98) Para os números reais positivos а, b, с com 
a +b + c = abc, mostre que 


1 1 1 
+ + 


МЕРЕКЕ 

e determine quando vale a igualdade. 
Solução: 

Fazendo a substituição a = tg A, b = tg B e c = tg C tem-se que tg A + tg B + 
tg C = tg Atg B.tg C, que é a condição necessária e suficiente para que A, Be C 
sejam ángulos de um triángulo: 0 <А, B, C <л/2еА +B +C =x. 

O lado esquerdo da desigualdade se transforma em: 

1 1 1 1 1 1 
+ + = + + = 
Virtgia лев vistgio “есА УбесВ vseciC 
= |cos A| + [cos B| + [cos C| 

Uma vez que a função f(x) = |cos x| é uma função cóncava para 0 < x < л/2, 

pela desigualdades de Jensen: 


En 
E 
кш 
ED 
Еш 
т” 
т” 
қаш 
Eam 
Em 
ES 
т” 
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[cos A] + [cos B| + [cos C| < 3cos [(A + В + C3] => 
1 3 


Ел 


+ + 
Visa XJIeb! Vire 2 


3) (Olimpíada dos Estados Unidos-01) Sejam a, b, c números reais não negativos 
tais que a? + b? + с? + abc = 4. Demonstre que ab + bc + ac — abc < 2. 
Solução: 


cmo ы СКОБСЬВОССОЕ 


Sabe-se que uma condição necessária e suficiente para que A, B e C sejam 


4 за ¿conc A 2B 2C A B. Ç 
ángulos de um triângulo é sen” 2 +sen” 2 *sen > егу 2 sen 2 =1. Deste 


modo, pode-se fazer as seguintes substituições trigonométricas: 
a= 2sen&, b= 2sen É ec= 2sen С 
2 2 2 


Antes de fazer a substituição trigonométrica, sendo abc = 4 — (а? zd v +c)e 
substituindo na desigualdade original, sobra que ab + bc + ас + а? ^ b +c <6 => 


sen А sen В | asen sen +4зеп = sen + sen? \ +4sen” В Laser? 


A B B A 
4sen sen 52 sen A tj 2 en Big 


Pela desigualdades entre as médias: 


Observe que: 


A В B ^ A+C B+C 
—sen— < зеп А tg Btg— =ѕепА cot; +senBcot, 
4sen 2550: Ssen A tg *senBtg-, = sen Acotg- y a 


Analogamente: 


В +senCeotg ATE e 


+senCootg С 


4sen B enc <senBcotg А ы 
2 2 2 


Жеп sen den A Cog rr E 
2 2 2 


Desta maneira: 


sen Cr sen Dee C£ 
2 2 2 


B 


asen ^ senP 4sen А 
2 2 2 


i *GenA +senC)cotg =C = 
B-C C-A 


B+C C+A 
*2cos cos. +2cos cos = 
2 2 2 2 


= cos А + cos B + соз B + cos C + соз C + соз А = 2(cos А + соз B + cos C) = 


A+ 


2 
A-B А+В 
> cos: 


B +(senB+senC)cotg 


<(senA + sen B)cotg 


=2cos 


26-4(sen A sen? за S) > 
2 2 2 


A seni asen В. а С asen À +4sen'Ë ase! E< 
2 2 2 2 2 


+4sen 


4sen А ѕеп В 
2 2 


que é equivalente a desigualdade original. 


4) (Olimpíada da Rússia-01) Sejam a e b números reais tais que 0 <a, b < 1. Prove 
que: 
1 1 2 


+ < 
Jib? 1-аһ 
Solução: 


Como a e b são números reais satisfazendo 0 < a, b < 1, então existem 
ángulos x e y, com 0 < x, y < 45°, tais que a = tg x e b = tg y. Assim, o membro 
esquerdo da desigualdade fica na forma: 


1 1 1 1 
+ = n = + 
Vita? visb? ух алау secx secy 


O membro direito se transforma em: 


lea? 


=cosx+cosy 


2 2 2 
Аа | Vi+tex.tgy Т созх.соз у +senx.seny ` 
COSX.COS y 


Assim, a desigualdade original se converte em: 

4cosx.cosy 
cos(x — y) 

cos (x — y)[cos? x + cos? y + 2cos x.cos y] < 4cos x.cos y 


Logo, demonstrar a desigualdade original é equivalente a demonstrar esta 
ültima desigualdade. Note agora que: 


cosx+cosy < 2, = cos” x +cos? y + 2cosx.cos y < 


cos(x – у)[соѕ2х +cos2x+2] _ 
2 
= cos (x — y)[cos (x — y).cos (x +y) + 1] 
Como cos (x — y) < 1 então: 
cos (x — у)[соз (x — y).cos (x + y) + 1] < cos (x + y) + cos (x-y) = 
cos (x —y)[cos? x + cos? y] < 2соз x.cos y (1) 
Ainda pelo fato de cos (x — y) < 1 tem-se que: 
cos (x — y)[2cos x.cos y] < 2cos x.cos y (2) 
Somando as desigualdades (1) e (2) segue que: 
cos (x — y)[cos? x + cos? y * 2cos x.cos y] € 4cos x.cos y 


cos (x — y)[cos? x + cos? y] = 


Canítulo 8, Desigualdades Trigonométricas 
Exercícios am 


Gerais 


1) Demonstrar que sen a..sen 2a..sen 30 < i 


2) Sabe-se que 0 <a; <0 <... < On < > Prove que 


sena, + Sena, +... + sene, 


tga, < 
cosa, + COSO, +...+ cosa, 


<tga 


3) Demonstre que: 

a) tg x >x, 0 <x <п/2. 

Б) а-а <tg B-B, se 0 <o < B <x/2. 
с) а -sena «f -tg B se 0 <a «p «m2. 


4) Demonstre que LE z]-«cotga, se 0 <o « x. 


5) Demonstre que: 

a) tg але B < 1 se a e B são os valores dos ângulos agudos de um triángulo 
obtusángulo. 

b) tg o.tg B > 1 se e e B são os valores dos ángulos de um triângulo acutângulo. 


6) Demonstre que cosa + cos B > cos y se a > 0, В > 0, y> 0 e a +B +y = m2. 


7) Demonstre que, se 0 <a < 7/2 e 0 < B < 7/2: 


a) КЕ 2. cosa + созр. 


«+В\ tgo tgp 
ТЕ: S )s "nasci 


8) Demonstre que, sea > 0, B > 0e a + B < 7/2, tg (a + B) > tg a tg B. 


9) Demonstre que: 


a) ѕеп a + cosa > 


dm 


b) sen° a + cos a > —; 


1 
с) sent a + cos a > Fi 


d) sen" a + cos" a < 1. 

10) Prove que, se 0 <a < 1/2: 

a) tg a + cotg a > 2; 

b) tg a + cotg @ > sen а. + cos a. 

11) Prove que,se 0 «a <n e 0 <В «sz: 
a) sen (a + В) < sena + sen B; 

b) cos (a — B) < cos a + sen В. 


12) Demonstre que 3(tg? a+ cotg? 0) – 8(tg a + cotg а) + 1020 


13) Demonstre que sen 2а.со5 2a.cos 4a..cos 8 о.сов 16 a < = 


14) Se a, b, c е (0, 1/2), demonstre que sen (a + b + c) < sen a + sen b + sen с. 


15) Demonstre que cosa + 25еп а > 1 se0 < a < 7/2. 


16) Prove que cos (a + B).cos (a — B) < cos? a. 


boss 


17) Demonstre que 4 372 
senta costa 


18) Demonstre que [sen na] < n|sen af. 


cossec? x -tg? x 
соіа? x +tg? x 


19) Demonstre que 


20) Prove que, se 0 < x < cotg x – сої 4х > 2. 


21) Demonstre que Arkan > Va? —b? , quando a> b. 
senx 


22) Demonstre que is tg3x.cotgx <3. 
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E 
2 
2 
E 
E 
am 
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23) Demonstre que 17-242 < tg3x.cotg! x <17+2N2 


24) Mostre que o máximo e o mínimo valor de 
a.cos? x + 2b.sen x.cos x + c.sen? x 
são as raízes de (x — a)(x — c) = b°. 


25) Prove que, se a > 0, В>0,ү>0,«+В+ү=т/2: 
a) tga +tg? B+tg y> l; 
b) sen? а + sen? B + sen? y> =. 


ES 


26) Demonstre que, em um triángulo ABC: 
A a 

a) зеп—<——; 
2 b+c 

b) Sede < $, 
A В-:26 

с) sen—sen—sen— < 
2.4, 31132 


d) sen? A + sen? В. sen? 
2 2 


„А 2B 
e) cos? — + cos? —+ cos? 
2 2 


MS 


f) debate, 


A B c 
g) жеуді роазес а Coste; >6; 


h) cos A + cos B + cos C < 2; 
i) cos A.cos B.cos C < i: 


35 


J) sen Assen Ben c < HO, 


343 


sab EC 


D cos? A + cos? B + cos! C > 2; 


m) sen? A + sen? B + ser? C < Š; 
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n) cos 2A + cos 2B + cos 2C > ER 


4 


1 
p) + 1 + 1 24 
DEN MR senB. cT senC.senA 


q) tg? жар 


о) sen 2А + sen 2B + sen 2С < — 3 


lee Sel. 


27) Prove que, se ABC é um triângulo acutângulo, tg A.tg BigC>33. 
28) Demonstrar que, se A + B +C = z/2, então tg? А +102 B+tg? C>1 


29) Seja ABC um triângulo. Prove que: 
4(sen A + sen В + sen С)? > 27(sen 2А + sen 2B + sen 2C). 


30) Se ABC é um triángulo acutângulo, prove que: 
(cos A + cos By + (cos В + cos C)? + (cos C + cos Ay x3. 


31) Em um triángulo ABC acutángulo, prove que: 
B-C 


A-B 
cos cos: cos 2senA.senB.senC. 


C-A 
2 


evcícios 
e Olimpia 


32) Prove que um triângulo tun de pni R e área S satisfaz 
C_9R? 
te>+tg>+tg><>— 
- вт 85 45” 


Dica: Faça ша = 


33) Para todos os números as о, B e y, prove que: 
sen? (a + B).sen ? (B+7)>4sena.sen В.ѕеп y.sen (a + $ + y). 


34) Sejam a. b e c números reais. Prove que 
(ab + bc + ca — 1) < (a^ + 1)(b? + 1)(с° + 1). 


tgx.b=tgyec=tgz. 


Dica: Faça a = 
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35) (Olimpíada da China-01) Seja ABC um triângulo e seja x um número real não 
negativo. Prove que 


1 x 
a'cos A + b'cos B + c'cos C < 26 +b*+c*). 


Dica: Aplique a desigualdade de Chebyshev. 


36) Se r é o inraio e R o circunraio de AABC, prove que R > 2r. 
Dica: Prove que cos А + cos B + cos C > | + r/R 


37) Prove que em todo triángulo ABC de área S a seguinte desigualdade é válida: 
ab+bc+ca т 
—F cotg— 
4s 6 
38) Sejam А, B e C os ángulos de um triângulo. Sejam x = sen 2A, y = sen 2B ez = 
х+у+2 
2 


sen 2С. Se s= , mostre que 


s(s - х)(ѕ — y)(s — z) > 0. 


39) (Olimpíada da Estónia-95) Sejam a, b e c os comprimentos dos lados de um 
triángulo ABC e a, f e y os ângulos opostos a esses lados. Se r é o inraio do 
triângulo mostre que: 

a.sen a + b.sen B + c.sen y > 9r. 


z 3 
+ >> ,sex+y+z=xyz. 


Dica: Façax=tgA,y=tgBez=tgC. 


345 


TED se0 <x, y,z<lexy+yz+zx=1. 


40) Prove que 


41) Prove que 55 
1-х? 1-у” l- 


tgA2,y=tgB2ez=tg eh. 


Dica: Faça x = 
42) (Olimpíada da Moldávia-00) Determine o valor máximo do produto xy se os 
números reais x e y satisfazem a relação: y(l + x?) = xh 1-4y? E 


Dica: Faça 2y = sen A ex = tg B 


43) (Olimpíada da Romênia-02) Se a, b e c são números reais no intervalo (0, 1), 


mostre que Vabe *A-aXt —b)-c) <1. 


Dica: Faça а = cos! x, b = cos? yec= cos? 2 
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44) Sejam a, b e c números reais positivos tais que a + b + c = 1. Prove que: 


AAA 


ь-шА 


Dica: Faça a substituição a = ша е3 Exa c= Im 


e. 


45) (Olimpíada Nórdica-04) Sejam a, b, c os lados e R o circunraio de um 


triángulo. Prove que A Ф Ран > ж» 
°: ab bc ca R° 
Dica: Faça a = 2Rsen A, b=2Rsen Bec = 2Rsen B 


46) Se xy + xz + yz = 1, prove que 


2x(1 =) A 2у@ СУ қ 22(1 22) Р х 2% y ss 2 un 
(1+ х?) (уу (1+2?) 1+х? l+y? dez 
Dica: Faça x = tg А/2, у = tg B/2 e z= tg С 


47) Prove que se х, у, 2 >0 satisfazem a condição x + y + z = xyz, então 


Xy+xz+yz23+ VX eMe Jy! + AZ +1. 


48) Sejam a, b e c números reais positivos com a, b, c € (0, 1) tais que ab + ac + bc 
= 1. Prove que: 


a b c ,3(1-a^ 1-b 1-с? 
I — AN тет + + 
1-а? l-b 1-с* 4| а b 0 


Faça: a = tg A/2, b =tg B/2ec =tg C 


49) Sejam R e r o circunraio e o inraio de AABC. Prove que 
cosA _ cosB , cosC .R 
sen?A sen?B sen'C r` 

Dica: Use a lei dos cossenos, lei dos senos e S — 

desigualdade algébrica equivalente. 


pr para encontrar uma 


Ë 
i. 


pitalo 9. Geometría de Posição в Poliedros 


Geometria de Posição e Poliedros 
9.1. POSTULADOS 


Axiomas (ou postulados) são proposições aceitas como verdadeiras sem 
demonstração e que servem de base para o desenvolvimento de uma teoria. Os 
conceitos primitivos de geometria espacial, como ponto, reta e plano, não têm 
definição, mas podemos representá-los graficamente: 


a) Ponto 
“A 
b) Reta 
Vc di 
c) Plano 


Observação: Espaço é o conjunto de todos os pontos. 


A notação usada por Hilbert (1862-1943) e normalmente adotada de forma 
geral, é a seguinte: 


* Os pontos são indicados por letras maiúsculas (A, B, C etc.). 
* As retas são indicadas por letras minúsculas (r, s, t etc.). 
+ Os planos são indicados por letras gregas (t, B,y etc.). 


9.1.1. Postulado de Existência 
Existem pontos, retas e planos; 
Em cada reta, bem como fora dela, existem infinitos pontos; 
Em cada plano, bem como fora dele, existem infinitas retas, e 
consequentemente, infinitos pontos. 


+р “E B 
= 
m s A 
айны e ef 48 ; vB 
A a “С 
.D E н 
+1 
Aes;Bes;Ces Aca;Bea;Cea 
Des;EesFes Eeo;Feo;Gea 


9.1.2. Postulados de Determinação 
Dois pontos distintos determinam uma ünica reta que passa por eles; 
Trés pontos nào colineares determinam um ünico plano que passa por eles. 


r=PQ (P # Q) 


9.1.3. Postulado da Inclusão 
Se uma reta tem 2 pontos distintos em um plano, então ela está contida no 
plano. 
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9.1.4. Postulado das Paralelas 
Por um ponto passa uma única reta paralela a uma reta dada. 


s p 
-------:---” 
q—a a Ú V 


9.1.5. Postulado da Separação 
Uma reta r contida em um plano a divide esse plano em duas regiões 
chamadas semiplanos. 
Um plano а divide o espaço em duas regiões chamadas semiespagos. 
9.2. DETERMINAÇÃO DOS ELEMENTOS 
9.2.1. Determinação de um ponto 


Um ponto fica determinado: 


I - Pelo cruzamento de duas retas concorrentes. 


II - Pelo cruzamento de uma reta com um plano. 
г 


9.2.2. Determinação de uma reta 
Uma reta fica determinada: 


I - Por dois pontos distintos. 


II - Por um ponto e uma direção. 


II - Pelo cruzamento de dois planos. 


9.2.3. Determinação de um plano 
Um plano fica determinado: 


I - Por três pontos distintos não colineares. 
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III - Por duas retas paralelas distintas. 


uras 


IV - Por duas retas concorrentes. 


ducente да 


9.3. POSIÇÕES RELATIVAS 
9.3.1. Ponto e reta 

As posições relativas que um ponto e uma reta podem assumir são: 
I- O ponto está contido na reta 


pur — n Pnr=P 


П - O ponto está fora da reta 
P 


* £ 
eth eta ate RAR ó 
9.3.2. Ponto e plano 
As posições relativas que um ponto e um plano podem assumir são: 


1- O ponto está contido no plano 


П - O ponto está fora do plano 
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9.3.3.3. Retas reversas (ou não coplanares) 
Duas retas são ditas reversas ou não coplanares se não existe um plano que as 
contém. 


9.3.3. Reta e reta 


= 


9.3.3.1. Retas coplanares 
Duas retas são ditas coplanares se existe um plano que as contém. As posições 
relativas que duas retas coplanares podem assumir são: 


I- Duas retas paralelas coincidentes 


AEE eo um 


II - Duas retas paralelas distintas 


AC of 


Ш - Duas retas concorrentes 


ALA ras=P 


э 


ua 
E 


sca, rga, snr=0, ser 


9.3.3.4. Retas ortogonais 

Se duas retas são reversas e se existe uma terceira reta perpendicular a uma 
delas e paralela à outra, dizemos que as duas primeiras retas formam um ângulo reto. 
Retas reversas que formam um ângulo reto são chamadas de retas ortogonais. 


Exemplo: As retas s e r da figura são ortogonais, pois traçando por um ponto P de r a 
reta t paralela a s, observa-se que t e r são perpendiculares. 


9.3.3.2. Retas perpendiculares 
^ Duas retas concorrentes são ditas perpendiculares se fazem entre si ângulos de 
90º. (no plano) 


tca 


sca,s//t 
tnr=tP) 
tirrga 


r 
s 
a 


> ser sáo ortogonais 


TAHTA 
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Teorema: Uma reta é perpendicular a um plano se é perpendicular ou ortogonal a 
duas retas concorrentes do plano. 


9.3.4. Reta e plano 
As posições relativas que uma reta e um plano podem assumir são: 


t 
1- A reta está contida no plano. 


II - A reta é paralela ao plano. 


f 9.3.5. Plano e plano 
tme =ø ] As posições relativas que dois planos podem assumir são : 


Uma reta é paralela a um plano se, e somente se, eles não possuem ponto ua I- Dois planos paralclos coincidentes 


comum: [ 
ria €» rna=@ T" 


Teorema: Se uma reta nào está contida em um plano e é paralela a uma reta do [ А э 
plano, então ela é paralela ao plano. II - Dois planos paralelos distintos 


un 


Condição Necessária: Se uma reta é paralela a um plano, então ela é paralela a uma ( 
reta do plano. 


Condição Suficiente: Uma condição necessária e suficiente para uma reta, não ( 
contida no plano, ser paralela a esse plano é ser paralela a uma reta contida no plano. WES 


Ш - A reta é secante ou concorrente com o plano. [i 


Definição: Dois planos são paralelos distintos se, e somente se, eles não têm ponto 
\ RENI 
comum. 
T" «//B cona zp > ооф-0 


Condição Suficiente: Se um plano contém duas retas concorrentes, ambas paralelas 
a um outro plano, então esses planos são paralelos. 


Unicidade: Por um ponto fora de um plano passa um único plano paralelo ao plano 


dado. @ 


ЕНТЕНЕЕНЕНІНІ п i тараа атаа а ТТЕР 


Condição Necessária e Suficiente: Uma condição necessária e suficiente para que 
Ura«sP ( dois planos distintos sejam paralelos é que um deles contenha duas retas 
[ concorrentes, ambas paralelas ao outro. 


ВЕНН ЕНЕНЕ ЕНЕНЕ ОЕА 0i I:1iidi1814111:0 142 
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III - Dois planos secantes (ou concorrentes) 9.4. DISTÂNCIA ENTRE DUAS RETAS REVERSAS 


A distância entre duas retas reversas é a medida do segmento que tem 
extremidades nas duas retas e que é simultaneamente perpendicular a essas retas. 


Teorema: Dois planos são perpendiculares entre si caso um deles contém uma reta 
perpendicular ao outro. 


9.5. ÂNGULO ENTRE DUAS RETAS 
Um ângulo pode ser determinado por retas concorrentes ou por retas reversas. 


9.5.1. Os ângulos entre duas retas reversas são os ângulos formados por uma dessas 
retas e pela paralela à outra traçada por um dos pontos da primeira. 


A - projeção ortogonal de P em r 
B - projeção ortogonal de P em r 
C - projeção ortogonal de P em r 


Na figura acima, o ángulo entre r e t é igual ao ángulo entre r` e t, onde г” é 
paralelo à reta r. 


9.6. ÂNGULO ENTRE RETA E PLANO. 


Uma reta r é perpendicular a um plano а. se, e somente se, r é secante а o. e se r 
é perpendicular a todas as retas do plano que passam pelo ponto de interseção de r 
com a. 
Projeções ortogonais em r; 9.6.1. Consequências: 
1. Uma reta perpendicular a um plano é ortogonal a todas as retas do plano que não 
passam pelo ponto de interseção de r com о. 


w 
E 
т" 
ий 
Т. 
P 
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2. Uma reta perpendicular a um plano forma ângulo reto com todas as retas do 
plano. 


Teorema: Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, então 
ela é perpendicular ao plano. 


A projeção ortogonal de um ponto sobre um plano é o traço da perpendicular 
ao plano traçada por esse ponto. A projeção ortogonal, sobre um plano, de uma reta 


oblíqua a ele é uma reta tal que cada um de seus pontos é projeção ortogonal de um 
ponto da reta dada sobre um plano. 


A 


AB = dist(A, o) 


O ângulo formado entre um plano e uma reta oblíqua ao mesmo é o ângulo 
formado entre a reta oblíqua e a sua projeção ortogonal sobre o plano. 


AI 
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A distáncia entre uma reta paralela a um plano e esse plano é a distáncia de um 
de seus pontos ao plano. 


A 
r 


АВ = dist(r, a), onde АВ L о. 
Dadas duas retas reversas r e s, a distância entre elas é a distância que vai de 


uma dessas retas até o plano paralelo a ela que passa pela outra reta. 
r 


AAA YE 330100000008 
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9.7. ÂNGULO ENTRE DOIS PLANOS 9.7.3. Ângulo diedro 
9.7.1. Planos Perpendiculares 

Um plano a é perpendicular a um plano В se, e somente se, a contém uma reta 
perpendicular a B. A existência de um plano perpendicular a outro baseia-se na 
existência de uma reta perpendicular a um plano. 


Ângulo diedro ou somente diedro é a reunião de dois semiplanos de mesma 
origem não contidos no mesmo plano. A origem comum dos semiplanos é a aresta 
do diedro e os dois semiplanos são suas faces. 


Chama-se seção reta ou seção normal de um ângulo diedro à interseção do 
ângulo diedro com um plano perpendicular à sua aresta. 


9.7.2. Teorema: Se dois planos são perpendiculares entre si e uma reta deles é 
perpendicular a interseção dos planos, então essa reta é perpendicular ao outro 
plano. 


9.7.2. Determinação 
O ângulo entre dois planos é o ângulo formado por duas retas, uma de cada 
plano, perpendiculares à interseção dos dois planos. 


A medida de um diedro é a medida de sua seção reta. Assim, um diedro de 60º 
é um diedro cuja seção normal mede 60º. Um diedro reto mede 90º, uma vez que sua 
seção normal é um ângulo reto. 


Um diedro pode ser classificado de acordo com sua seção normal. Um diedro 
é reto se sua seção normal é um ângulo reto. Um diedro é agudo se sua seção reta 
normal é um ângulo agudo. Um diedro é obtuso se sua seção normal é um ângulo 
obtuso. 


Os dois semi planos que determinam um diedro dividem o espaço em dois 
semi espaços. O semi espaço que contém o ângulo agudo formado pelos semi plano 
é denominado de interior do diedro. O outro semi espaço é denominado de exterior 
do diedro. O interior de um diedro é convexo e o exterior é côncavo. 
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9.7.3. Triedros 
9.7.3.1. Definição e Elementos 


Considere três semi-retas não-coplanares, concorrentes em um ponto V, Va, 
Vb e Vc, e os setores angulares F, = aVb, F; = bVc e F; = aVc. Triedro é a reunião 


dos setores Fi, Fz e Ез. 
v 
a c 
b 


No triedro V(abc), tem-se os seguintes elementos: 
(i) vértice: o ponto V. 
(ii) arestas: as semi-retas V,, V, e Ve. 
(iii) faces: os setores angulares Ғ|, F; e Ез. 


Caso as trés faces sáo setores de ángulos retos, o triedro é denominado de 
triedro tri-retângulo, como ilustrado na figura abaixo. 


9.7.3.2. Triedros Congruentes 
Dois triedros são congruentes se, e somente se, as faces de um deles são 


ordenadamente congruentes às faces do outro. e os diedros de um deles são 


ordenadamente congruentes aos diedros do outro. 


ТЕЕП Eii B HE HABT E 
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9.7.3.3. Relação entre as Medidas das Faces 

Teorema: Em todo triedro, qualquer face tem medida menor que a soma das 
medidas das outras duas. 

Teorema: Em todo triedro, a soma das medidas das faces é menor que 360°. 


Considere o triedro V(abc) e adote que fi, Б e fs são as medidas das faces aVb, 
bVc e aVc. 


Pelos teoremas segue que: 


fi<f,+ fs; f, fi tf; f,<f,+f, e fi+b+f;<360º. 


9.7.3.4. Triedros Polares ou Suplementares 
Dois triedros sào classificados como polares se e somente se: 
(i) têm mesmo vértice; 
(ii) suas arestas são respectivamente perpendiculares aos planos das faces do outro; 
(iii) formam ângulos agudos com as arestas correspondentes do outro. 


Assim, V(xyz) é polar de V(abc) se e somente se: 


Va, Уу, V, são respectivamente perpendiculares aos planos (b. с), (а, c) e (a, b), 
eos ángulos ZaVx, ZbVy e ZcVz são agudos. 


ТИШИНИН ТИНИНИН FE ана 


Wii 
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Observação: Se o triedro V(abc) é tri-retángulo, então ele coincide com seu polar 
V(xyz). Em outras palavras, o triedro tri-retângulo é autopolar. 


yb 
9. 


5. Ángulos Poliédricos 


Considere n > 3 semi-retas náo-coplanares Уа), Уа;,..., Va, e os setores 
angulares F; = a, Va», F> = aj Vas, F, =a,Va,. 


v 


a 
1 ац 


а 


as 


No ángulo poliédrico V(a;, a», as, ..., а,) tem-se: 
(i) V é o vértice. 
(ii) Vas, Va», .... Va, são arestas; 
(iii) Vaja», Vazas, ..., Vasa) são as faces. 


Observações: 


l) Um ângulo poliédrico com n arestas apresenta n diedros, cada um deles 
determinado por duas faces consecutivas. 


2) A secção de um ângulo poliédrico é um polígono com um único vértice em cada 
aresta. 


Ea 
En 
Em 
E 
y" 
= 
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Exercícios Zesolvidos ” 


1) Classifique em Verdadeiro ou Falso as afirmativas seguintes: 

a) Se dois planos são perpendiculares, então toda reta de um deles é perpendicular 
ao outro. 

b) Dois planos perpendiculares a um terceiro são perpendiculares entre si. 

c) Se dois planos são paralelos, todo plano perpendicular a um deles é perpendicular 
ao outro. 

d) Uma reta e um plano são paralelos. Se um plano é perpendicular ao plano dado, 
então ele é perpendicular à reta. 

e) Se uma reta é perpendicular a duas retas paralelas e distintas de um plano, então 
ela está contida no plano. 

f) Uma reta ortogonal a duas retas paralelas e distintas de um plano pode ser paralela 
ao plano. 

g) Uma reta e um plano, perpendiculares a uma reta em pontos distintos, são 
paralelos. 

Solução: 

a) Falso. A reta que é interseção entre os dois planos é um contra exemplo. 

b) Falso. Dois planos perpendiculares a um terceiro são paralelos entre si e não 
perpendiculares entre si. 

c) Verdadeiro. Suponha que os planos а e В são paralelos. O ângulo diedro formado 
entre um outro plano y com a é igual ao ângulo diedro formado entre y e B. Se este 
ângulo é 90º, y é perpendicular tanto a о: quanto a В. 

d) Falso. A reta que é interseção entre os dois planos é um contra exemplo. Esta reta 
é paralela a ambos os planos. 

e) Verdadeiro. Como as duas retas r e s, contidas no plano a, são paralelas е 
distintas, então os dois pontos de interseção destas com uma terceira reta t são 
distintos e pertencem ao plano а. Segue, então, que t e о. Note que não é necessário 
que t seja perpendicular а r e s, bastando que seja concorrente tanto a r quando a s. 

f) Verdadeiro. A figura abaixo ilustra uma possibilidade. 


g) Verdadeiro. Suponha que o plano o. e a reta г são perpendiculares à reta s. Seaer 
não forem paralelos então são secantes, fazendo com que exista um triángulo 
formado pelos pontos de interseção, tomados dois a dois de a, r e s. Como o ângulo 
entre a e s e entre r e s é 90º, segue que а soma dos ângulos deste triângulo é maior 
que 180º, que ё uma contradição. Assim, a e r são paralelos. 


вава: 
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Poliedros 
9.8. DEFINIÇÕES 


9.8.1. Superfície Poliédrica Limitada Convexa: É a reunião de um número finito 
de polígonos planos e convexos tais que: 

(i) dois polígonos não estão em um mesmo plano; 

(ii) cada lado do polígono não está em mais de dois polígonos: 

(iii) havendo lados de polígonos que estão em um só polígono, eles devem formar 
uma única poligonal fechada, plana ou não, chamada contorno; 

(iv) o plano de cada polígono deixa os demais num mesmo semi-espaço; 


Aresta livre 


Superficie poliédrica limitada convexa aberta 
Superficie poliédrica limitada convexa fechada 


9.8.2. Poliedro Convexo: Considere um número finito n > 4 de polígonos planos 
convexos tais que: 

(i) dois polígonos nào estáo em um mesmo plano; 

(ii) cada lado do polígono é comum a dois e somente dois polígonos; 


(iii) o plano de cada polígono deixa os demais polígonos em um mesmo semi- 
espaço. 


і Nestas condições, ficam determinados n semi-espaços, cada um dos quais tem 
origem no plano de um polígono e contém os restantes. A interseção desses semi- 
espaços é chamado poliedro convexo. 
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9.8.3. Elementos de um Poliedro И 

Face do poliedro - Е qualquer polígono 
plano que limita o poliedro. 

Aresta do poliedro - É o segmento obtido 
da intersecção de duas faces. 

Vértice do poliedro - É o ponto obtido da 
intersecção de três ou mais arestas. 
Ângulo poliédrico - É a região do espaço 
constituída por um vértice e três ou mais 
arestas. 

Poliedro convexo - Um poliedro é 
classificado como convexo se, dados dois 
pontos quaisquer do poliedro, o segmento 
que os une está inteiramente contido nele. 


aresta 


ângulo 
poliédrico 


vértice ^" 


9.9. CLASSIFICAÇÃO DOS POLIEDROS. 
Os poliedros podem ser classificados com relação ao número de faces: 


6 faces — hexaedro 

9 faces - eneaedro 

12 faces — dodecaedro 
15 faces - pentadecaedro 
18 faces — octodecaedro 


4 faces — tetraedro 

7 faces — heptaedro 

10 faces — decaedro 

13 faces — tridecaedro 
16 faces — hexadecaedro 
19 faces — eneadecaedro 


5 faces — pentaedro 

8 faces — octaedro 

11 faces — undecaedro 

14 faces — quadridecaedro 
17 faces — heptadecaedro 
20 faces — icosaedro 


9.10. RELAÇÃO DE EULER: Em todo poliedro convexo ou superfície poliédrica 
vale a relação 

V+F=A+2, 
onde V é o número de vértices, A é o número de arestas e F é o número de faces. 
Demonstração: 

Inicialmente será calculada a soma dos ângulos internos de todas as faces de 
um poliedro convexo P. As faces serão enumeradas de 1 até F e seja o nk o número 
de lados da k-ésima face, onde 1 < k < F. Ressaltando que a soma dos ângulos 
internos de um polígono convexo de n lados é igual л(п — 2). Portanto, a soma dos 
ângulos internos de todas as faces de P é dada pela seguinte expressão: 


S = n(ni —2) + (n; —2) +... + л(п,— 2) = n[(n; + n> +... + ng) — 2F] 


ТЕНЕГЕН ЕТТЕ 177177 


apítulo 9. Geometria de Posição e Poliedros am 
Como cada aresta pertence a duas faces, segue que a soma do número de 


lados de todas as faces do poliedro é igual ao dobro do número de arestas. Logo: 
S-aQA-2F)-2x(A-F) (1) 


A soma de todos os ángulos internos das faces do poliedro será agora 
calculada de outra forma. Suponha que r é uma reta que não seja paralela a nenhuma 
das faces do poliedro convexo P. Suponha também que H é um plano que não 
intersecte P e que seja perpendicular à reta r. O plano H será chamado de plano 
horizontal e todas as retas paralelas a r (logo perpendiculares a H) serão chamadas 
retas verticais. 

Suponha agora que você está olhando para a poliedro, em uma posição acima 
deste em relação ao plano H, de modo que a direção de seu olhar forma um ângulo 
reto com o plano H. Algumas arestas do poliedro serão vistas, enquanto que outras 
não. As arestas vistas formarão a parte superior do poliedro e as arestas não vistas 
formarão a parte inferior do poliedro. 

Na figura abaixo está a representação de um poliedro e da projeção ortogonal 
sobre o plano H das arestas do contorno do poliedro. 


As projeções ortogonais das arestas da parte superior do poliedro formarão 
sobre o plano H uma figura geométrica K, semelhante à imagem abaixo, onde cada 
segmento de reta é a projeção de uma única aresta de P visível quando é realizada 
uma vista superior do poliedro. 
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Estes segmentos podem ser divididos em duas categorias: segmentos do 
contorno de K, e segmentos do interior de Ks. 

O mesmo processo pode ser feito com as arestas da parte inferior do poliedro, 
cuja projeção sobre o plano H formarão uma figura K;. Parte dos segmentos que 
formam К; estarão em seu contorno e a outra parte em seu interior. Repare que os 
contornos de K, e K; são iguais. 

Depois dessas considerações, pode-se calcular novamente (por outro processo) 
a soma de todos os ângulos das faces de P, observando que a soma dos ângulos 
internos de uma face é a mesma da soma dos ângulos internos de sua projeção sobre 
o plano H (ambos são polígonos de mesmo número de lados). Sejam: Vi o número 
de vértices interiores de K,, V; o número de vértices interiores de K; e Vo o número 
de vértices do contorno do poliedro de K, (é igual ao de K;). Então: 


V=Vo+Vi+ V; 
Observe também que K, é um polígono convexo com Vo vértices em seu 
contorno e que apresenta V, pontos interiores. A soma dos ângulos que têm como 
vértices um dado vértice interior é igual a 2x radianos. A soma de todos os ángulos 


que têm vértice sobre o contorno é igual a (Vo — 2). Deste modo, somando todos os 
ângulos de K, obtém-se: 


S, 722nV, + 1(Vo-2) 
De forma análoga, pode-se obter para a soma de todos os ángulos de K;: 


2лУ; + (Vo -2) 


Somando as duas igualdades: 
S=2mV, +21 V2 *2n(Vo-2)-2x(Vo + Vi + V) -2r(V -2). (2) 
Comparando (1) e (2) e dividindo por 2л, resulta que A — F = У —2, ou seja: 
УЖЕ-А%2 
Perceba que na demonstração foi utilizado o fato das figuras K, е K; serem 


convexas, fato que restringem a aplicação da relação de Euler para poliedros 
convexos. 
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Geometria de 
9.10.1. Soma dos ângulos das faces 

A soma dos ângulos de todas as fazes de um poliedro convexo é 

S=(V-2)360º 

Demonstração: 
Sejam ni, n>, .., nr os números de lados das faces 1, 2, ..., F, respectivamente. 
Assim, a dos ángulos da face i, 1 < i < F, é dada por S; = (n – 2)180*. Logo: 
S = (n; – 2)180? + (n; — 1)180? +... + (np — 2)180° = (n; + m +... + пр)180° – Е.360° 
Como cada aresta é contada duas vezes quando soma-se o nümero de lados de todas 
faces, segue que пу + m +... + пр = 2А. 
Assim: S = А.360° — Е.360° = (A — F)360º => S-(V -2)360* 


9.10.2. Poliedros de Platão 
Um poliedro é dito de Platão se: 
(i) todas as faces tém o mesmo nümero de arestas; 
(ii) todos os ángulos poliédricos têm o mesmo número de arestas: 
(iii) vale a relação de Euler: V + F = A +2. 


Teorema: Existem apenas 5 poliedros de Platão: Tetraedro, Hexaedro, Octaedro, 
Dodecaedro e Icosaedro 
Demonstração: 

Considere um poliedro (convexo) regular P com V vértices, A arestas e F 
faces. Denote por n o número de lados do polígono que forma cada face e por p o 
número de arestas concorrentes em cada vértice de P. Tem-se então a relação 


2A =nF e 2A = pV. que fornece: A= Ée VUE 


2 
Substituindo A e V na relação de Euler: 
v+r=A+2 6 Hypo o Fo MP (1) 
p 2 2p+2n-pn 


Uma vez que o número de faces F e o número p de arestas concorrentes em 
cada vértice são números naturais, deve-se ter: 
2n 
n-2 i 
Como o nümero de arestas p concorrentes em cada vértice em um poliedro 
deve ser maior ou igual a 3: 


2n >3 2n -3>0 o 
n-2 n-2 


Analisando cada possibilidade: 
i) Para n = 3 o poliedro é formado apenas por triângulos. Substituindo em (1) 


ELS 


2p+2n-pn>0 <> 2n»p(n-2) > 


=>0 €» 2«n«6 <> n=3,40u5 


obtém-se F = 4 
6-p 


Substituindo-se valores, encontra-se como resposta p = 3 (F = 4, ou seja, 
tetraedro), p = 4 (F = 8, ou seja, octaedro) e p = (F = 20, ou seja, icosaedro). 
ii) Para n = 4 o poliedro é formado apenas por quadriláteros. Substituindo em (1) 


obtém-se F 22201 Substituindo valores numéricos, conclui-se que а única 
-P 

possibilidade é p = 3 (F = 6, ou seja, hexaedro). 

iii) Para n = 5 o poliedro é formado apenas por pentágonos. Substituindo em (1) 


obtém-se F= fp. 
10 


. Substituindo valores numéricos, conclui-se que a única 


possibilidade é p = 3 (F = 12, ou seja, dodecaedro). 


9.10.3. Poliedro regular 
Um poliedro é dito regular se tem todas as faces formadas por poligonos 
regulares e congruentes. Existem apenas 5 poliedros regulares 


Tetraedro regular 
Hexaedro regular 
Octaedro regular 
Dodecaedro regular 
Icosaedro regular 


arrasa 


ro. 


_ Icosaedro 


Perceba que: 
- Todo poliedro regular é de Platão mas nem todo poliedro de Platão é regular. 
- Todo poliedro regular pode ser inscrito e circunscrito numa esfera. 


9.10.4. Propriedades: 


9.10.4.1. Se F; é o número de faces que possuem i lados: 

2А = ЗЕ; + 4F; + 5Е; + 6F6 +... 
Demonstração: 
Note que F; é a quantidade de faces que são triângulos, F, é a quantidade de faces 
que são quadriláteros e assim por diante. Perceba que i.F, é a quantidade de arestas 
de todas as faces que possuem i lados. Como cada aresta pertence a exatamente duas 
faces, tem-se que 

ЗЕ; + 4F, + 5Fs + бЕ +... 

é igual ao dobro do número de arestas. 


9.10.4.2. Se V; é o número de vértices em que concorrem i arestas: 

2А =3V3 + 4V4 + 5Vs + 6V6 +... 
Demonstração: 
Repare que Vs é a quantidade de vértices onde concorrem 3 arestas, V, é a 
quantidade de vértices onde concorrem 4 arestas e assim por diante. Perceba que i.V; 
representa a quantidade total de arestas que concorrem em vértices com exatamente i 
arestas. Como a união de dois vértices é uma aresta, segue que 

3V3 %4У,%5У;%6У6 +... 

é igual ao dobro do número de arestas. 


9.10.4.3. Se V; é o número de vértices em que concorrem i arestas: 
2F=4 + V, +2Vs +3Vs + 4V6 + SV; +... 
Demonstração: 
Sabe-se que 2A =3V3 +4Vi + 5У; + 6V6 +... e 2V =2V3 +2V,+2V5 +2Vç +... 
Subtraindo estas duas equações: 
2A-2V = XF-2)-2 V4 + 2V4 +3V, +4Ve + 5Уу+.. > 
2F =4 + V3 c 2V4 t 3Vs + AVe + 5Vo +... 


9.10.4.4. Se F; é o número de faces que possuem i lados: 
2V =4 + Еу + 2E, 3Fs + 4Е; + SE; +... 
Demonstração: 
Sabe-se que 2A = 3F + 4F4 + 5Е; +6Fç+...c2F=2F;+2F,+2F;+2Fç+... 
Subtraindo estas duas equações: 
2A—2F=2(V—-2)=F;+2F4+3Fs+4Fs+ 5F; t... > 
2V =4 +F; * 2F, + ЗЕ; + 4F6 + 5F7 +... 
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Exercícios Zesolvidos 


1) Num poliedro convexo, o número de arestas excede o número de vértices em 6 
unidades. Calcule o número de faces. 

Solução: 

Pelo enunciado A — V = 6. Pela relação de Euler: 

V+F=A+2 > F=(A-V)+2=6+2=8 


2) Um poliedro convexo tem 3 faces com 4 lados, 2 faces com 3 lados e 4 faces com 
5 lados. Calcule: 

a) O total de faces desse poliedro descritas no enunciado. 

b) O total de arestas. 

c) O número de vértices. 

Solução: 

а)Е= Ез +Е+Е;=2+4+4= 10 

b) Sabe-se que cada aresta pertence a exatamente duas faces. Desta maneira: 

2A =3F; + 4F4+5F5=3.2+4.3+5.4=38 > А-19 

co) V+F=A+2 > V+10=19+2 > V=11 


3) Um poliedro convexo tem 3 faces pentagonais e algumas faces triangulares. Qual 
o número de faces desse poliedro, sabendo que o número de arestas é o quádruplo do 
número de faces triangulares. 

Solução: 

Pelo enunciado tem-se Е; = 3 e A =4F; 

Sabe-se que cada aresta pertence a exatamente duas faces. Desta maneira: 
2А-3Е;%5Е; > 8Ғу-3Е;%15 > 5F3=15 > F3=3 

Assim: F=F3+Fs=3+3=6 


4) Um poliedro convexo tem 14 vértices. Em 6 desses vértices concorrem 4 arestas, 
em 4 desses vértices concorrem 3 arestas e, nos demais vértices, concorrem 5 
arestas. O número de faces desse poliedro é igual a: 

a) 16 b)18 c)24 d)30 е) 44 

Solução: Alternativa A 

Pelo enunciado segue que V = 14, У; = 6, У; - 4e Vs=4. 

Como 2F = 4 + У; + 2V, +3Vs + AV; + 5V; +... então: 

2Е-4%4%2.6%34-32 > F=16 


Canítulo 9 Geometria de Posição e Poliedros 
Exercícios a / 
de "yestibulat 
1) (Unesp-95) Entre todas as retas suportes das arestas de um certo cubo, considere 
duas, r e s, reversas. Seja t a perpendicular comum ar e a s. Então: 
a) té a reta suporte de uma das diagonais de uma das faces do cubo. 
b) té a reta suporte de uma das diagonais do cubo. 
c) té a reta suporte de uma das arestas do cubo. 


d) té a reta que passa pelos pontos médios das arestas contidas em r e s. 
e) té a reta perpendicular a duas faces do cubo, por seus pontos médios. 


2) (Puccamp-95) Considere as afirmações a seguir. 

I. Duas retas distintas determinam um plano. 

П. Se duas retas distintas são paralelas a um plano, então elas são paralelas entre si. 
III. Se dois planos são paralelos, então toda reta de um deles é paralela a alguma 
reta do outro. 

E correto afirmar que 

a) apenas II é verdadeira. 

c) apenas I e II são verdadeiras. 
e) I, II e Ш são verdadeiras. 


b) apenas III é verdadeira. 
d) apenas I e III são verdadeiras. 


3) (UEPB-07) Sejam as afirmativas: 

I. Duas retas que não se interceptam são paralelas entre si. 

IT. Duas retas que não se interceptam são reversas entre si. 

III. Se uma reta é perpendicular a uma reta do plano, então ela é perpendicular a 
esse plano. 

IV. Uma reta e um plano são paralelos. Toda reta perpendicular à reta dada é 
perpendicular ao plano. 
Podemos concluir que 

a) apenas І é verdadeira. 
c) todas são falsas. 

e) apenas IV é verdadeira. 


b) apenas II é verdadeira. 
d) apenas III é verdadeira. 


4) (UEPB-11) Considere as sentenças: 

1 - Uma reta perpendicular a uma reta de um plano é perpendicular a esse plano. 

П - Uma reta perpendicular a duas retas concorrentes de um plano é perpendicular a 
esse plano. 

III - Dois planos distintos paralelos a uma reta são paralelos entre si. 

IV - Se a interseção entre duas retas é o conjunto vazio, elas são paralelas. 

O número de sentenças verdadeiras acima é: 

a) zero. b) quatro. с) três. d) dois. e) um. 
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5) (EsPCEx-97) Considere as seguintes proposições: 

l- Toda reta paralela a um plano é paralela a qualquer reta desse plano. 

II- Uma reta e um ponto determinam sempre um ünico plano. 

Ш- Se uma reta é perpendicular a duas retas concorrentes de um plano, então ela é 
perpendicular a esse plano. 

Pode-se afirmar que: 

A) Só I é verdadeira B) Só III é verdadeira 

C) Só I e Ш são verdadeiras D) Só III é falsa 

E) Só I e III são falsas. 


6) Um poliedro convexo possui apenas faces triangulares e quadrangulares. 
Sabendo que o número de faces triangulares e quadrangulares são diretamente 
proporcionais aos números 2 e 3 e que o número de arestas é o dobro do número de 
vértices, calcule o número total de faces desse poliedro. 


7) (UEM-12) Considerando o espaço tridimensional, suponha que r e s sejam retas 
perpendiculares em um ponto A, e que s seja concorrente com uma reta t em um 
ponto B diferente de A. Com relação ao exposto, assinale o que for correto. 

01) Se a reta s é perpendicular à reta t, então a reta r também é perpendicular à reta 
t. 
02) Se a reta t é concorrente com a reta r, então as retas r. s e t são coplanares. 

04) Se a reta t é paralela à reta r, então as retas r, s e t estão contidas em um mesmo 
plano. 

08) Se as retas r e t são reversas, então r e t não são ortogonais. 

16) Se a reta t é perpendicular ao plano que contém r e s, então a reta r é ortogonal à 
reta t. 


8) (UFC-00) Um poliedro convexo de nove vértices possui quatro ângulos 
triédricos e cinco ângulos tetraédricos. Então o número de faces deste poliedro é: 
a)12 b)ll c)10 d)9 e)8 


9) (PUC/RS-00) Um poliedro convexo tem cinco faces triangulares e trés 
pentagonais. O número de arestas e o número de vértices deste poliedro são, 
respectivamente, 

a)30e40 b)30e24 c)30e8 d)15e25 е)15е9 


10) (UFPE-00) Um poliedro convexo é formado de faces pentagonais e hexagonais 
regulares. Cada pentágono é adjacente a cinco hexágonos e cada hexágono é 
adjacente a três pentágonos e três hexágonos que se alternam conforme a ilustração 
seguinte. Quantas são as faces do poliedro? 


11) (UFPE-00) O sólido convexo da figura abaixo é obtido de um cubo, 
construindo octógonos em suas faces e unindo os vértices dos octógonos de forma a 
se obter um sólido com seis faces octogonais, oito faces hexagonais e doze faces 
retangulares. Indique a soma dos dígitos do número de diagonais do sólido. Nota: 
uma diagonal de um poliedro é um segmento unindo dois vértices que não é aresta 
nem diagonal da face do sólido. 


12) (UECE-12) Se um poliedro convexo tem exatamente 20 faces e todas são 
triangulares, então o número de vértices deste poliedro é 
a) 16 b) 14 c) 12 d) 10. 


13) (UEM-12) Sabendo que г, s e t são três retas no espaço tridimensional com re s 
paralelas distintas, assinale o que for correto. 

01) Se a reta r é perpendicular a um plano о, então a reta s também é perpendicular 
ao plano a. 

02) Se a reta t é concorrente com a reta s, então t também é concorrente com a reta 
T. 
04) Se um plano B contém a reta s, então o plano também contém a reta r. 

08) Se a reta t é perpendicular à reta r, então t é perpendicular ou ortogonal à reta s. 
16) Se as três retas г, s e t são paralelas distintas, então existe um plano а que 
contém as trés retas. 

14) Um poliedro convexo possui 1 ángulo pentaédrico, 10 ángulos tetraédricos, e os 
demais triédricos. Sabendo que o poliedro tem: nümero de faces triangulares igual 
ao número de faces quadrangulares, 11 faces pentagonais, e no total 21 faces, 
calcule o nümero de vértices do poliedro convexo. 


Capítulo 9. Geometria йе Pos 
15) (AFA-03) Um poliedro platónico, cujas faces sáo triangulares, tem 30 arest: 
Determine o número de arestas que concorrem em cada vértice. 
а)3 b)5 o4 d)6 


16) (AFA-04) Assinale a única alternativa FALSA 

a) Se um plano a é perpendicular a um plano f, então existem infinitas retas 
contidas em a e perpendiculares a B. 

b) Se a e B são planos perpendiculares entre si e y é um plano perpendicular à reta 
comum a a e В, então pode-se afirmar que as retas r, r = a N y € s, s = Bn y. são 
perpendiculares entre si. 

c) Se duas retas r e s são reversas, então não existem dois planos о e B, 
perpendiculares entre si, tais que r ca esc B. 

d) Duas retas do espaço, paralelas a uma terceira, são paralelas entre si. 


17) (AFA-06) Considere as afirmativas abaixo: 

1 - Se ae 540 planos interceptando-se na reta r e a reta s é paralela a «e a /, 
então s também é paralela a r. 

II - Se uma reta intercepta um plano a, existe um plano В paralelo a а que não é 
interceptado pela reta. 

III - Se dois planos são paralelos, toda reta contida em um deles é paralela ao outro 
plano. 

IV - Dois planos perpendiculares a um terceiro plano são sempre paralelos entre si. 
V - Se três retas têm um ponto comum, elas são coplanares. O número de 
afirmativas verdadeiras é 

a)l b)2 c)3 d)4 


18) (UFPel-08) No país do México, há mais de mil anos, o povo Asteca resolveu o 
problema da armazenagem da póscolheita de gràos com um tipo de silo em forma 
de uma bola colocado sobre uma base circular de alvenaria. A forma desse silo é 
obtida juntando 20 placas hexagonais e mais 12 placas pentagonais. 


http://www tibarose.com/port/boletim.htm, acessado em 10/10/2007. [Adapt.] 
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Com base no texto, é correto afirmar que esse silo tem 
a) 90 arestas e 60 vértices. b) 86 arestas e 56 vértices. 
c) 90 arestas e 56 vértices. d) 86 arestas e 60 vértices. 
e) 110 arestas e 60 vértices. 


19) (Unifei-10) O icosaedro regular é um poliedro convexo formado por 20 faces 
triangulares. Quantas diagonais tem o icosaedro? 


20) (UFC-08) O número de faces de um poliedro convexo com 20 vértices e com 
todas as faces triangulares é igual a: 
А) 28 В) 30 С) 32 р) 34 Е) 36 


21) (ITA-84) Sejam as afirmações: 

1. Por um ponto passa uma única reta. 

II. Um ponto e uma reta determinam um plano. 

Ш. Se dois pontos de uma reta pertencem a um plano, então a reta está contida 
nesse plano. 

IV. Por um ponto situado fora de uma reta, existe uma reta paralela à reta dada. 
Podemos garantir que: 

a) apenas ІП é verdadeira. 4) apenas II e Ш são verdadeiras. 

b) I e II são falsas. e) apenas II e IV são verdadeiras. 

c) apenas I é falsa. 


22) (Fatec-07) A reta r é a intersecção dos planos a e B, perpendiculares entre si. A 
reta s, contida em о, intercepta r no ponto P. A reta t, perpendicular a , intercepta- 
o no ponto Q, não pertencente a r. Nessas condições, é verdade que as retas 

a. r e s são perpendiculares entre si. b. s e t são paralelas entre si. 

c. r e t são concorrentes. d. s e t são reversas. 

e. r e t são ortogonais. 


23) (UEG-05) Observe e classifique as afirmações abaixo como sendo verdadeiras 
ou falsas: 

I. Se um plano intercepta dois outros planos paralelos, então as interseções são retas 
paralelas. 

11. Se dois planos são paralelos, qualquer reta de um deles é paralela a qualquer reta 
do outro. 

III. Se uma reta é paralela a dois planos, então esses planos são paralelos. 

IV. Se dois planos são paralelos, uma reta de um deles pode ser reversa a uma reta 
do outro. 

Marque a alternativa CORRETA 

a. Apenas as afirmações 1 e 11 são verdadeiras. 

b. Apenas as afirmações I e III são verdadeiras. 


dad dolia dic idad AD bid 


с. Apenas as afirmações І e IV são verdadeiras. 
d. Apenas as afirmações II e IV'são verdadeiras. 
e. Apenas as afirmações Ш e IV são verdadeiras. 


24) (UFRN-02) Na cadeira representada na figura a seguir, o encosto é 
perpendicular ao assento e este é paralelo ao chão. 


I J 
H G 
ET Fik 
M N 
Sendo assim, 


a) Os planos EFN e ЕС) são paralelos. 
b) HG é um segmento de reta comum aos planos EFN e EFH. 
c) Os planos HIJ e EGN são paralelos. 
d) EF é um segmento de reta comum aos planos EFN e EHG. 


25) (UEL-94) O sólido representado na figura a seguir é formado por um cubo de 
aresta de medida x/2 que se apóia sobre um cubo de aresta de medida x. 


A intersecção do plano EGC com o plano ABC é 


à) vazia. b)areta AC. с) o segmento de reta AC. 
d) o ponto C. €) o triángulo AGC. 


26) (UFSCar-01) Considere um plano а. e um ponto P qualquer do espaço. Se por P 
tracarmos a reta perpendicular a о. a intersecção dessa reta com о é um ponto 
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chamado projeção ortogonal do ponto P sobre а. No caso de uma figura F do 
espaço, a projeção ortogonal de F sobre o é definida pelo conjunto das projeções 
ortogonais de seus pontos. Com relação a um plano a qualquer fixado, pode-se 
dizer que: 

a) a projeção ortogonal de um segmento de reta pode resultar numa semi-reta. 

b) a projeção ortogonal de uma reta sempre resulta numa reta. 

c) a projeção ortogonal de uma parábola pode resultar num segmento de reta. 

d) a projeção ortogonal de um triângulo pode resultar num quadrilátero. 

e) a projeção ortogonal de uma circunferência pode resultar num segmento de reta. 


27) (EsPCEx-02) Considere as afirmações abaixo: 

I — Se um plano encontra outros dois planos paralelos, então as intersecções são 
retas paralelas. 

II — Uma reta perpendicular a uma reta de um plano e ortogonal a outra reta desse 
plano é perpendicular ao plano. 

Ш — Se а intersecção de uma reta r com um plano é o ponto P, reta essa não 
perpendicular ao plano, então existe uma única reta s contida nesse plano que é 
perpendicular à reta r passando por P. 
Pode-se afirmar que 

a) todas são verdadeiras. 

c) apenas I e III são verdadeiras. 

e) todas são falsas. 


b) apenas I e II são verdadeiras. 
d) apenas II e III são verdadeiras. 


28) (EsPCEx-12) O sólido geométrico abaixo é formado pela justaposição de um 
bloco retangular e um prisma reto, com uma face em comum. Na figura estão 
indicados os vértices, tanto do bloco quanto do prisma. Considere os seguintes 
pares de retas definidas por pontos dessa figura: as retas LB e GE; as retas AG e HI 
е as retas AD е GK. As posições relativas desses pares de retas são, 
respectivamente, 


a) concorrentes; reversas; reversas. b) reversas; reversas; paralelas. 
c) concorrentes, reversas; paralelas. d) reversas; concorrentes; reversas. 
e) concorrentes; concorrentes; reversas. 
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29) (EsPCEx-08) A ilustração a seguir representa um paralelepípedo retângulo 
ABCDEFGH e um prisma reto triangular de base EHJ seccionado por um plano, 
gerando o triângulo isósceles ADI, cuja medida AI é igual à medida DI. Diante das 


informações acima, podemos afirmar que 
B A 


r 
2 
: H 
a) a reta JH é ortogonal à reta DC. b) as retas EJ e FG são reversas. 


с) a reta 1) é ortogonal à reta EF. d) a reta AI é concorrente à reta BC. 


e) a reta Al é paralela à reta EJ. 


30) (EsPCEx-11) Considere as seguintes afirmações: 

I- Se dois planos a e B são paralelos distintos, então as retas гі Ca er c B são 
sempre paralelas. 

II- Se a e B são planos não paralelos distintos, existem as retas г са e r c p tal 
que ri e r; são paralelas. 

Ш- Se uma reta r é perpendicular a um plano a no ponto P, então qualquer reta de a 
que passa por P é perpendicular a r. 

Dentre as afirmações acima, é (são) verdadeira(s) 

a) Somente II b)lell c)lelll 

d) Пеш e) I, Пеш 


31) (EsPCEx-09) Considere duas retas r e s no espaço e quatro pontos distintos, A, 
B, C e D, de modo que os pontos A e B pertencem à reta r e os pontos C e D 
pertencem à reta s. Dentre as afirmações abaixo: 

I — Se as retas AC e BD são concorrentes, então r e s são necessariamente 
concorrentes. 

II — Os triângulos ABC e ABD serão sempre coplanares. 

Ш — Se AC e BD forem concorrentes, então as retas r e 5 são coplanares. 

Pode-se concluir que 

a) somente a I é verdadeira. 

c) somente a III é verdadeira. 

e) as afirmações I e ІП são verdadeiras. 


b) somente a II é verdadeira. 
d) as afirmações П e III são verdadeiras. 
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32) Um poliedro convexo apresenta faces quadrangulares e triangulares. Calcule o 
número de faces desse poliedro, sabendo que o número de arestas é o quádruplo do 
número de faces triangulares e o número de faces quadrangulares é igual a 5. 


33) Um poliedro convexo tem 12 faces triangulares e as demais, pentagonais. 
Sabendo que o número de arestas é o triplo do número de faces pentagonais, então 
a soma dos ângulos de todas as faces pentagonais é, em radianos, igual a 

a)3n b)12x c)36m d)64n е) 1087 


34) Um poliedro convexo de nove vértices possui quatro ângulos triédricos e cinco 
ângulos tetraédricos. Então o número de faces deste poliedro é: 
a) 12 b) 11 с) 10 d)9 e)8 


35) (Insper-08) Considere um cubo com arestas medindo 3x. De cada vértice desse 
cubo retira-se um tetraedro cortando-se suas arestas pelos pontos que distam x 
desse vértice. Obtém-se, assim, o poliedro mostrado na figura ao lado. O nümero de 
vértices e o número de arestas desse poliedro são, respectivamente, iguais a 


a) 36 e 48. b) 36 e 36. c) 36 e 24. d) 24 e 36. e)24e24. 


36) (Ucpel-05) Em um poliedro convexo de 20 faces, das quais 7 são pentagonais, 
2 quadrangulares e 11 triangulares, pode-se afirmar que o número de vértices é: 
a) 20 b) 16 с) 18 d) 12 e) 14 


37) (Ucpel-06) O dodecaedro romboidal é um poliedro limitado por doze losangos 
iguais. Entáo o número de arestas é 
a) 28 b) 36 с)24 d)34 е)16 


38) (Ucpel-06) O número de vértices de um poliedro convexo que possui 12 faces 


triangulares é 
a) 12 b)4 <)8 d) 10 е)6 


Capítulo 9. Geometria de, 2 Polleliros 
39) Um poliedro convexo possui duas faces pentagonais e cinco quadrangulares. O 
número de vértices deste poliedro é 
a)4 b)6 с)8 d)9 e) 10 


40) (UEPB-09) Um poliedro convexo tem 25 arestas e todas as suas faces 
pentagonais. Então o número de faces e de vértices do poliedro são 


respectivamente: 
а) 14е16 b) 12е14 с) 10е 14 
d) 10е12 е) 10е17 


41) Um poliedro convexo é formado por faces quadrangulares e 4 faces 
triangulares. A soma dos ângulos de todas as faces é igual a 12 retos. Qual o 
número de arestas desse poliedro? 

a)8 b)6 с)4 92 e)l 


42) (Escola Naval-94) Um poliedro convexo possui 11 faces. Sabemos que, de um 
de seus vértices partem 5 arestas, de 5 outros vértices partem 4 arestas e de cada 
vértice restante partem 3 arestas. O nümero de arestas do poliedro é: 

a) 20 b)25 c)30 9) 37 е)41 


43) (Escola Naval-90) Um poliedro convexo tem 6 faces retangulares е 12 faces 
triangulares. O número de diagonais desse poliedro é: 
a) 49 b)52 с) 60 d) 61 e)91 


44) (Escola Naval-02) Um poliedro convexo de 25 arestas tem faces triangulares, 
quadrangulares e pentagonais. O nümero de faces quadrangulares vale o dobro do 
nümero de faces pentagonais e o nümero de faces triangulares excede o de faces 
quadrangulares em 4 unidades. Pode-se afirmar que o nümero de vértices deste 
poliedro é: 

a)14 МІЗ с)11 d)IO 


45) (IME-96) Determine os nümeros naturais n para os quais existem poliedros 
convexos de n arestas. 


46) (IME-57) Um poliedro convexo apresenta faces triangulares, quadrangulares e 
pentagonais. O número de faces triangulares excede o número de faces pentagonais 
de duas unidades. Pergunta-se o número de faces de cada espécie, sabendo-se que o 
poliedro tem sete vértices. 


47) (ITA-11) Considere as afirmações: 
| — Existe um triedro cujas 3 faces têm a mesma medida a = 120º. 


Capitulo 9. Geometría de Раѕіса 
П — Existe um ángulo poliédrico convexo cujas faces medem, respectivamente, 30º, 
45º, 50º, 50º e 170º. 
III — Um poliedro convexo que tem 3 faces triangulares, 1 face quadrangular, | face 
pentagonal e 2 faces hexagonais tem 9 vértices. 
IV - A soma das medidas de todas as faces de um poliedro convexo com 10 
vértices é 2880º. 
Desta, é (são) corretas(s) apenas. 
all b)IV c)HelV d)LHelV е), Шету 


48) (ITA-05) Considere um prisma regular em que a soma dos ángulos internos de 
todas as faces é 7200º. O número de vértices deste prisma é igual a 
a)ll b)32 c) 10 d) 20 e) 22 


49) (ITA-99) Um poliedro convexo de 10 vértices apresenta faces triangulares e 
quadrangulares. O número de faces quadrangulares, o número de faces triangulares 
e o número total de faces formam, nesta ordem, uma progressáo aritmética. O 
número de arestas é: 

a) 10 b) 17 c)20 d)22 e)23 


50) (ITA-98) Um poliedro convexo de 16 arestas é formado por faces triangulares e 
quadrangulares. Seccionando-o por um plano convenientemente escolhido, dele se 
destaca um novo poliedro convexo, que possui apenas faces quadrangulares. Este 
novo poliedro possui um vértice a menos que o original e uma face a mais que o 
número de faces quadrangulares do original. Sendo m e n, respectivamente, o 
número de faces e o número de vértices do poliedro original, então: 

а)т=9,п=7 b)m=n=9 c)m=8,n=10 

d)m=10,n=8 e)m=7,n=9 


51) (IME-67) Um prisma A, um prisma B, e uma pirámide C tém ao todo 32 
arestas. Sabe-se que A tem mais arestas que B, dizer o número de lados da base de 
cada sólido. 


Prismas 


10.1. CARACTERÍSTICAS 

Todo prisma tem duas bases paralelas, congruentes e alinhadas entre si. 

Todas as arestas laterais do prisma sáo paralelas e congruentes entre si. 

(iii) As faces laterais do prisma são formadas por paralelogramos. 

(iv) A altura de um prisma é a distância entre os planos que contêm as suas bases. 
(v) Denomina-se um prisma em função do polígono da sua base. Assim, um prisma 
que possui como base um triângulo é denominado de prisma triangular, enquanto 
que um prisma que possui como base um pentágono é denominado de prisma 
pentagonal. 


10.2. TIPOS DE PRISMA 

Prisma reto: as arestas laterais são perpendiculares aos planos das bases. 

Prisma oblíquo: as arestas laterais não são perpendiculares aos planos das base. 
Prisma regular: é o prisma reta cujas bases são polígonos regulares e congruentes. 


Base 
face 
lateral 
aresta 
|<— lateral 
N aresta 
Prisma dabase 
genérico 
Base Base Base 
h h 
h 
Prisma Prisma Prisma 
obliquo reto quadrangular 
regular 
Base Base 
h 
h 
Prisma 
ER triangular 
hexagonal regular 


regular 


Paralelepípedo é um prisma em que as bases são paralelogramos congruentes. 
Assim, a superfície de um paralelepípedo é a reunião de 6 paralelogramos, sendo 
duas bases e quatro faces laterais. 


10.3. VOLUME 

O volume de um sólido é a medida associada ao espaço ocupado por este 
sólido, de modo que: 
i) sólidos congruentes possuem volumes iguais: 
ii) Se um sólido de volume V é a reunião de dois sólidos com volumes V, e Vz, 
respectivamente, е com nenhum ponto comum, então segue que V = V, + Va. 


10.3.1. Teorema: O volume de um paralelepípedo reto retângulo de dimensões a, b 
e c é igual a V = a.b.c. 
Demonstração: 

Considere um paralelepípedo P de base axb e altura c. Suponha que este 
paralelepípedo possui volume V. Suponha agora que um outro paralelepípedo P" é 
obtido justapondo n paralelepípedos P, como indica a figura abaixo. 


Assim, o paralelepípedo P` obtido possui base com dimensões a e b, sendo 
sua altura h = nc. Pelo item (ii) do conceito de volume tem-se que V' =n.V (1) 


No volume 1 desta coleção foi enunciado e demonstrado o Teorema 
Fundamental da Proporcionalidade: 

Seja f: R. — R. uma função estritamente crescente (monótona injetiva, no 
caso geral). Se f(nx) = п/(0, V x € R, e V n e М (isto é, se f é uma 
proporcionalidade), então f(kx) = Ех), Vx e R.e Vk eR. 

Para mais detalhes da demonstração deste teorema consulte o capítulo sobre 
Função Afim no volume 1 desta coleção. 

Suponha que a função V(c) associa, para cada valor da altura e do 
paralelepípedo, o seu respectivo volume, mantendo fixas as dimensões a e b. 
Inicialmente, note que V(c) é crescente com e, e e IR”. Além disso, de (1) tem-se 
que V(ne) = n.V(e). n е ІМ. Logo, pelo Teorema Fundamental da 
Proporcionalidade, tem-se que V(ke) = k. V(c), k e IR”. 


кезе 
= 
x 
-l 
= 
г 
Em 


Como h = ke segue que V(h) = By) = У) = Д (2 
с У(су с 

De (2) conclui-se que V(c) é diretamente proporcional a c. 

Analogamente, pode-se demonstrar que o volume do paralelepípedo é 
diretamente proporcional à dimensão a e que o volume do paralelepípedo é 
diretamente proporcional à dimensão b. Conclui-se, portanto, que o volume de um 
paralelepípedo é diretamente proporcional ao produto de suas dimensões: 
V =k.a.b.c 

Convencionou-se que o paralelepípedo reto retángulo que possui todas as 
dimensões iguais a uma unidade de comprimento (a = 1 u.c, b = 1 u.c e e = 1 u.c) 
possui volume igual a 1 u.c*: 

1=k1.11 > k-1 > MASO 

Supondo que a base possui dimensões a e b, outra maneira de escrever o 
volume de um paralelepípedo reto retângulo é У = S,.h 


O paralelepípedo reto retângulo cujas 6 faces são quadrados denomina-se 
cubo. Sendo £ a aresta de um cubo, o volume de um cubo é igual a Vau, = 2. 


10.4. PRINCÍPIO DE CAVALIERI 

Suponha dois sólidos de mesma altura e bases paralelas. Estes sólidos podem 
apresentar qualquer formato, não precisam, necessariamente, serem poliedros. Se, 
para cada plano traçado paralelo às suas bases, as áreas das seções transversais 
determinadas em cada sólido forem iguais, então os volumes dos dois sólidos são 
iguais. 


A demonstração deste princípio foge totalmente dos objetivos deste livro. 
Entretanto, seu resultado será utilizado na demonstração do cálculo do volume de 


diversos sólidos. 


10.5. VOLUME DE UM PRISMA 


10.5. Teorema: O volume V de um prisma, reto ou não, é igual a V = S.h, onde S é 
a área de uma das bases e h a distância entre os planos que contém as bases. 
Demonstração: 


Considere um prisma qualquer, não necessariamente reto, de área de base S e 
altura h. Seja о o plano que contém a base do prisma. Suponha agora um 
paralelepípedo reto retângulo de altura h, cuja base também vale S e pertence ao 
mesmo plano a. O paralelepípedo e o prisma se encontram no mesmo semi-espaço 
determinado pelo plano о, conforme indica a figura. Tragando planos paralelos a a, 
as seções transversais determinadas no prisma e no paralelepípedo são iguais e 
valem S. Assim, pelo Princípio de Cavalieri, os volumes do prisma e do 
paralelepípedo são iguais. Logo, o volume de qualquer prisma vale V = S.h. 


Perceba que a fórmula demonstrada é válida independentemente se o prisma é 
ou não reto. Um erro bastante comum é considerar que a altura de um prisma é 
igual ao comprimento da aresta lateral. Isso é válido apenas quando o prisma é reto. 
A altura de um prisma é definida como a distância entre os planos que contém as 
bases do prisma, conforme está ilustrado na figura acima. 


No caso de um prisma quadrangular, onde todas as faces são paralelogramos. 
existem três possível pares (base, altura), uma vez que é possível identificar três 
pares de faces paralelas. Independentemente do par (base, altura) escolhido, o valor 
do volume encontrado é sempre o mesmo: V = Sy.h 


10.6. PARALELEPÍPEDO RETO RETANGULAR 
Suponha um paralelepípedo reto retangular de dimensóes a x b x c, sendo 
a x b as dimensóes da base. 


10.6.1. Diagonais 
Diagonal da base: Aplicando o teorema de Pitágoras segue que d — Ма? +62. 


Diagonal do paralelepípedo: Aplicando о teorema de Pitágoras tem-se que: 


D= Jd «c? Ма? +b’ +e? 


> D= 


10.6.2. Áreas 
Area da Base (inferior): Ay = ab 
Area Total: Ат = 2ab + 2ac + 2bc 


Área Lateral: Ay = 2ас + 2bc 


10.6.3. Cubo (Hexaedro Regular) 


la 
"WI 
SJ 
a 
Em um cubo as dimensões são todas congruentes: a = b = c. 


10.6.3.1. Diagonais 
Diagonal da Base: d = a/2 Diagonal do Cubo: D = a 


10.6.32. Áreas 


Área da Base: Ау=а? Área Lateral: Ay = 4a? Área Total: Ат = ба? 


10.7. TRONCO DE PRISMA 


Um tronco de prisma é obtido fazendo um corte em um prisma (não 
necessariamente reto) por meio de um plano não paralelo às bases do prisma. No 


exemplo abaixo, o plano B corta um prisma triangular, determinando dois troncos 


de prisma, cada um pertencente aos semi espaços definidos pelo plano B. 


hy 
h, 


Considere o tronco de prisma ABC-A'B'C' representado na figura. A base 
ABC, de área As, do tronco de prisma define um plano о. As distâncias dos vértices 
A”, B° e С” ao plano о. são hi, hz e hs, respectivamente. 

Para determinar o volume do tronco de prisma triangular será necessário fazer 
uso de dois teoremas que serão demonstrados no capítulo sobre pirâmides, a saber: 


Teorema 1: Duas pirâmides de mesma base e mesma altura possuem mesmo 
volume. 


Teorema 2: O volume de uma pirâmide é V = Huet f 


Na pirámide triangular ABCD, considere que a notacáo D-ABC significa que 
ABC é a base e D é o vértice da pirámide. Além disso, adote que V(D-ABC) é o 
volume da pirámide D-ABC. 

Note que as pirâmides A-A'B'C' e A-A'BC' possuem mesma base AA'C' e 
mesma altura, uma vez que as distâncias de B e B` ao plano definido por AA'C” 
são iguais. Deste modo, pode-se afirmar que V(A-A'B'C') = V(A-A'BC>). 
Analogamente, pode-se afirmar que V(A-A*BC”) = V(A-A'BC) е que У(А-А?ВС) 


= W(A'-ABC). Assim, segue que V; = V(A-A'B* V(A”-ABC). Seguindo 
processos análogos conclui-se que V; = V(B”-ACC”) = V(B-ACC”) = V(C'-ABC). 
Sendo Vs = V(B'-ABC), tem-se que o volume do tronco de prisma vale: 


V = У(А-А?В'С”) + V(B'-ACC”) + V(B'-ABC) > 
V=V(A-ABC) + V(C-ABC) + V(B'-ABC) > 
-Arh Ago, Ah; V-A, (h, +h, +h,) 
3 3 3 3 


v 


O resultado anterior pode ser generalizado para um tronco de prisma onde a 
quantidade de lados da base é qualquer. Observe a figura abaixo, onde um plano 
seccionou um prisma cujo número de lados da base é n > 3. No tronco de prisma 
determinado, adote que as distâncias dos n vértices, que não pertencem à base, ao 
plano da base valem hi, ho, ..., hn, conforme está esquematizado na figura abaixo. 
Suponha A, é a área da base do tronco de prisma. 


Desta forma, pode-se afirmar que o volume do tronco de prisma vale, para o 
(h,+h,+..+h,) 


caso em que a base possui n lados, vale V = А, E 


A demonstração deste teorema é extremamente trabalhosa e está fora dos 
objetivos deste livro. Deve-se ressaltar que este resultado é válido mesmo que o 
prisma não seja reto. 


Exercícios Zesolvidos 


1) (UFRGS-13) Um sólido geométrico foi construído dentro de um cubo de aresta 
8, de maneira que dois de seus vértices, P e Q, sejam os pontos médios 
respectivamente das arestas AD e BC, e os vértices da face superior desse sólido 
coincidam com os vértices da face superior do cubo, como indicado na figura 
abaixo. 


O volume desse sólido é: 

а) 64 b) 128 c) 256 d)512 e) 1024 
Solução: Alternativa C 

O sólido pode ser interpretado como um prisma de base FGQ e altura PQ. 


Assim, o volume do sólido vale: V — Sarco PQ= = кі. = ы. 256 


2) (UEPA-09) Um designer construiu um móvel temporário de papelão em forma 
de cubo, conforme a figura abaixo, o qual pode ser utilizado individualmente ou em 
conjunto, formando ambientes para sentar e apoiar. Se a diagonal do móvel na 
forma de cubo mede 60453 cm e o lado do quadrado ABCD mede um terco da 
aresta do cubo, a área da superficie externa do cubo, em m? é: 

a) 1,20 b) 1,21 c) 1,76 d) 1,92 e) 2.08 
Solução: Alternativa E 

д Suponha que a aresta do cubo original seja a. 

Se a diagonal do cubo original é 60.3: 

aJ3-60/3 = а-60ст 

) Se b é o lado de ABCD: b=5=20cm 

Considerando o furo como superfície interna, a superfície 
externa do móvel é composta por 4 quadrados de lado 60 cm e 4 retângulos de 
dimensões 20 cm x 60 cm. Assim, a área total vale: 

S = 4.60” + 4.20.60 = 14400 + 4800 = 20800 cm? = 2,08 m? 


Capítulo 10. Prismas 


3) (Unicamp-05) A figura abaixo apresenta um prisma reto cujas bases sáo 
hexágonos regulares. Os lados dos hexágonos medem 5 cm cada um e a altura do 
prisma mede 10 cm. 

a) Calcule o volume do prisma. 

b) Encontre a área da secção desse prisma que passa pelos pontos A, C e A”. 


Solugáo: 
a) V-SH - 62 AB. 3258 19= злот 
c b) А figura ao ИН шеу. а base do prisma. А 
diagonal AC pode ser calculada da seguinte forma: 
5 cm. AC -2a. cos30º=av3 = 545 cm 
M S- ACH = 543.10 = 50/3 em? 


4) (EspCEx-13) Considere um prisma regular reto de base hexagonal tal que a 


razão entre a aresta da base e a aresta lateral é m Aumentando-se a aresta da base 
em2 em e mantendo-se a aresta lateral, o volume do prisma ficará aumentado de 
108 cm". O volume do prisma, original é: 
a) 18 cm? b) 36 cm? c) 1843 ст? d) 3643 ст? e) 40 cm? 
Solução: Alternativa B 

М b 9. 
Sejam x a aresta da base е h a aresta lateral do prisma: 2. zb > һ= 3х 


«+З, зара ц 


108 = У-Ү = 6. 


2 
Иа NN x(x+1)=6 > х+к-6=0 > 
(«%3Хх-2)-0 > x=2em > h=2/5em 
б, ena. 36cm? 


5) (Escola Naval-14) Num prisma hexagonal regular a área lateral é 75% da área 
total. A razão entre a aresta lateral e a aresta da base é 
à) 25 3 958 а) 2З © 52 
3 2 2 5 3 
Solução: Alternativa В 
Sejam x a aresta da base e h a aresta lateral do prisma. 
S. = 0,75.5т = 0,75(S1 + 2.88) -0,75.5, + 1,5.5в = 0,25.S, = 1,5.Sg => 


"EY, Sd 250 


SL = 6.56 


6) (Escola Naval-15) Um recipiente cúbico de aresta 4 cm está apoiado em um 
plano horizontal e contém água até uma altura de 3 cm. Inclina-se o cubo, girando 
de um ángulo œ em torno de uma aresta da base, até que o líquido comece a 
derramar. A tangente do ángulo a é: 


45 1 
b) V5 ә 37 E 


Note que no 2º caso o espaço vazio é um prisma 
triangular. Os volumes das partes vazias nos dois 


casos são iguais: 4.1.4= a = x-2cm 


x 
Logo: tga=—= 
go: tg 4 


7) (Escola Naval-14) Qual é o menor ángulo formado por duas diagonais de um 
cubo de aresta L? 

а) arc sen 1/4 b) arc cos 1/4 
Solucáo: Alternativa D 

Por simetria, todas as 6 diagonais de um cubo se interceptam 
no centro do cubo em seus respectivos pontos médios. Assim, 
sendo J3L о comprimento de cada diagonal, determina-se no 


cubo um triángulo isósceles de lados EE E e L, cujo 
T ângulo 0, oposto ao lado L, é o menor ángulo formado pelas 
diagonais. Aplicando a lei dos cossenos: 
2 2 
Ë ($) «(39 Баха as 


2 2 


c)arc sen 1/3 d) arc cos 1/3 e) arc tg 1/4 


312^ 3га, "312 
= + f 
А %— 2 


050 
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2 
ab = Ө-агс сөзі 


2 


2 
cosg = E > coso=l 
2 3 


8) (IME-11) A base de um prisma reto ABCA,B,C, é um triángulo com o lado АВ 
igual ao lado AC. O valor do segmento CD vale x, onde D é o ponto médio da 
aresta lateral AA,. Sabendo que а é o ángulo ACB e В é o ángulo DCA, determine 
а área lateral do prisma em função de x, a e B. 


Solução: 

A c, Note-se que: 
AC-xcosp 
AD-xsenf 

D BC=2xcosficos x 
АА =2xsenf 

asta Assim, como a área lateral de um prisma reto é o produto 
A Q с da altura pelo perímetro da base, conclui-se que tal área é: 


S,=2xsenß.(xcosß  xcosp +2xcospcosa) => 
S,=2xsenp.2x cos (1+ cosa) <> S,-2x'sen2p(1 * cosa) 


9) (IME-14) Seja ABCDA'B'C'D' um prisma reto de base retangular ABCD. 
Projeta-se o ponto médio M da maior aresta da base sobre a diagonal AC, obtendo- 
se o ponto P. Em seguida projeta-se o ponto P na face oposta, obtendo-se o ponto 
N. Sabe-se que [NA? — МС) = k. Determine o comprimento da menor aresta da 


Suponha-se que BC < AB, 
sem perda de generalidade. Sejam 
АВ = 2m, BC = £ (menor aresta 
da base, procurada), AP = y e CP 
= z. Da semelhança entre os 
triângulos retângulos APM e 

2 
АВС, +2227. 
y 


Assim, y у= 2т? @). 
Claramente, z > у. Logo, NC > МА, uma vez que os triângulos retângulos 
NAP e NPC têm a altura NP em comum. Como é dado que NC? – NA? =k, a partir 
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dos triângulos citados, por Pitágoras, conclui-se que МС? CP? = NP" = NA^ — AP”, 
do que Z — y! =k (II). 

No triángulo ABC, (у + z)? = Ê + 4m°. Portanto, у? + 2yz + z = O + Am. 


De (D, y? + 2yz + 27 = È + 2(y! + yz), do que Z — y! = Ê. Por (II), obtém-se que 
t=vk,o comprimento pedido. 


10) (OBM-05) Um prisma é reto e tem 
como base um triângulo equilátero. Um 
plano corta o prisma mas não corta 
nenhuma de suas bases, determinando 
uma secção triangular de lados a, b e c. 
Calcule o lado da base do prisma em 
função de a, b e c. 

Solução: 


Jpn 


Podemos supor, sem perda de generalidade, a configuração acima e, portanto, pelo 
teorema de Pitágoras: 


е (0 doe) =e Ala) 
ape -P-e +t) 

= (а eb! «c* 22 0 28 + 2020 +2а?Ь? —2а?с? 2 es 

30 -2(a! +0 с) (at +b" «c 2а? —2а?с* -2b°c°)=0 


O discriminante da equação do segundo grau acima, em £^, é 
A-[220 +b? ee] «4:3 (a! +b* ко - 24 заго ape = 
7 I6(a' +b" +с* cab ae po), 


Aa? +b? ec?) + 16а" +b ec cab aeb 


Logo £^ = с) m 


p (+b e )2Na! eb! ect ab cai? bio? 


а? +b +с? 


De fato, observando que ¿é menor ou igual a minía, b, c}: (®< 3 


3 


Portanto: £ a 


£apítula 10. Prismas 
Exercícios <= / 
de Yestibutar 
1) (Ucpel-05) A soma de todas as arestas de um cubo é 36m. Pode-se afirmar que 
seu volume e sua área sáo respectivamente: 
a)27me54m” b)8m'e54m? с) 81” е 64m? 
d) 27m e 36m? е) 8m'e 16m? 


2) (Ucpel-09) A área total de um cubo vale 150 mi; então, a diagonal vale 


a)10 b) 53 ovo 4345 o 5 


3) (Ucpel-11) Em um paralelepípedo retângulo, somando duas a duas as suas 
dimensões se obtêm, respectivamente, 26 cm, 24 cm e 20 cm. Então, o volume 
desse paralelepípedo é 

a) 1485 cm? b) 1845 cm? с) 1458 cm? d) 1854 cm? e) 1584 cm? 


4) (UCS-08) Está sendo planejada uma piscina em forma de paralelepípedo reto- 
retângulo, com dimensões internas, em metros, tais que a soma das medidas da 
largura e do comprimento seja igual a 30 metros, e a profundidade seja de 3 metros. 
O maior volume, em metros cúbicos, que essa piscina poderá ter, é 

a) 225. b) 675. c) 450. d) 900. e) 729. 


5) (Uespi-12) Um paralelepípedo retángulo tem por base um quadrado com lado 
medindo 6 cm e tem altura 8 cm, conforme a ilustração a seguir. 
c 


AM 


B 
Qual a distáncia entre o vértice A e o plano passando pelos vértices B, C e D? 
a) 21/41 b) 22/4/41 с) 231 41 d) 24/41 e) 25/4/41 


6) (UFPB-10) O reservatório de água de certo edificio tem a forma de um 
paralelepípedo reto retangular com base de dimensões internas 3m x 4m , conforme 
a figura abaixo. 


ШӨМННННИНИНПІИНТІІІТІШІЛІГІГІТІ 


De acordo com as condições do edifício, por medida de segurança, recomenda-se 
que, no reservatório, deve ficar retida uma quantidade de água correspondente a 
18m', para combater incéndio. Para atender essa recomendagáo, o ponto de saída da 
água, destinada ao consumo diário dos moradores e do condomínio, deve ficar a 
uma determinada altura (h) do fundo do reservatório, de modo que a água 
acumulada no reservatório até essa altura seja destinada para combate a incéndio. 
Nessas condições, a altura (h) da saída da água para consumo diário deve ser, pelo 
menos, de: 

a) Im Ы) 1,5т  c)2m d)25m  e)3m 


7) (UFPE-13) A ilustração a seguir é de um cubo com aresta medindo 6 cm. A, B, 
C e D são os vértices indicados do cubo, E é o centro da face contendo C e D, e F é 
o pé da perpendicular a BD traçada a partir de E. 


Com base nas informações acima, analise as proposições a seguir. 
0-0) A distância entre A e B mede 6/2 cm. 


1-1) A distância entre B e D mede 63 cm. 
2-2) Os triângulos CDB e FDE são semelhantes. 


3-3) O seno do ángulo ЕРЕ é 4/3 /3 . 
4-4) A distância entre E e F mede 246 cm. 


ПІН 
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8) (UFPR-13) Um tanque possui a forma de um prisma reto, com as dimensóes 
indicadas pela figura. Com base nisso, faga o que se pede: 


5m 


a) Quando estiver completamente cheio. quantos litros esse tanque comportará? 
b) Obtenha uma fungáo que expresse o volume V de água no tanque como fungáo 
da altura x, indicada na figura. 


9) (UFTM-11) Um paralelepípedo reto-retângulo de dimensões a, b e c, dadas em 
centímetros, cujo volume é 1080 cm”, tem duas faces paralelas e congruentes, de 
dimensões a e b, cujas áreas somam 216 cm? e representam as suas bases. 


c 


b 
a 
Sabendo-se que a e b são números inteiros, tais que o mmc (a, b) = 36, e que a 
medida a é 3 cm maior que a medida b, pode-se concluir que a soma das áreas de 


todas as faces desse paralelepípedo é, em cm?, igual a 
(A) 696. (B)636. (C)616. (D)576. (E)432. 


10) (Ucpel-05) A área total de um cubo é igual a 150 cm?. Para que sua área total 
seja igual a 384 cm? deve-se acrescentar à sua aresta: 

a) 5cm b)2cm c)3cm d) lcm e) 4cm 

11) (UFTM-12) A altura, em centímetros, do nível da água armazenada em um 


reservatório com a forma de um prisma reto de base retangular é igual a x, 
conforme mostra a figura. 


TR ii 


Usando todo esse volume de água armazenado, pode-se encher completamente uma 
quantidade exata de recipientes com capacidade de 20 litros cada, ou uma 
quantidade exata de recipientes com capacidade de 50 litros cada. Se х = h/3, onde 
h é a altura do reservatório, então a menor capacidade, em litros, desse reservatório 
cheio é 

(A) 200. (В) 300. (С) 400. (D)500. (E) 600. 


12) (UFTM-12) Sem perda do volume original, um ourives pretende transformar 
um cubo de ouro de 1 cm? em uma placa na forma de um paralelepípedo reto- 
retângulo. Adotando a medida da aresta do cubo como largura da placa e 50% da 
medida da aresta do cubo como altura da placa, a medida, em centímetros, do 
comprimento dessa placa resultará em 

(А) 1,2. (В) 1,5. (С) 1,8. (0) 2,0. (Е) 2,2. 


13) (UFTM-13) Um rótulo de forma retangular (figura 1) será colado em toda а 
superfície lateral de um recipiente com a forma de um prisma hexagonal regular 
(figura 2), sem haver superposição. 


2 
figura 1 Agua? 


10cm 10cm 


36 cm 


Considerando V3 = 1,73, é correto afirmar que a capacidade desse recipiente é, em 
mL, aproximadamente, 
(A) 934. (В) 1150. (С)650. (D)865. (E) 1350. 


14) (UECE-12) A diagonal de um paralelepípedo retângulo, cuja base é um 
quadrado, mede 6 cm e faz com o plano da base do paralelepípedo um ângulo de 
45º. A medida, em cm”, do volume do paralelepipedo é 


38/2 b)8V3 с) 2742 а) 274/3 


AIN 


10. Prismas 
15) (UEG-11) Considere um cubo com 3 cm de aresta, subdividido em cubos 
menores, cada um com 1 cm de aresta. Dele foram retirados cubos menores dos 
centros de cada face e um cubo menor do seu centro. A figura I mostra o que restou 
do cubo maior, enquanto a figura 11 mostra о que foi retirado do cubo. 


Figura 1 Figura Il 
a) Calcule o volume da figura I. 
b) Calcule a área da superfície da figura II. 


16) (UEL-08) Um arquiteto fez um projeto para construir colunas de concreto que 
vão sustentar um viaduto. Cálculos mostram que 10 colunas com a forma de um 
prisma triangular regular de aresta de 1 metro por 10 metros de altura são 
suficientes para sustentar o viaduto. Se 1 metro cúbico de concreto custa R$ 
200,00, qual será o custo total das colunas? 

a) R$ 1.000,00 b) Aproximadamente R$ 4.320, 00 

c) R$ 5.000, 00 d) Aproximadamente R$ 8.650, 00 

e) Aproximadamente R$ 17.300, 00 


17) (UEL-03) Uma caixa é totalmente preenchida por cinqüenta cubos idênticos. 
Quantos cubos iguais a esses podem ser colocados em uma caixa cujas dimensões 
internas têm, respectivamente, o dobro das dimensões da caixa anterior? 

а)100 — b)ISO с)200  d)400 е) 500 


18) (UEL-11) Uma metalúrgica produz uma peça cujas medidas são especificadas 
na figura a seguir. 


A peça é um prisma reto com uma cavidade central e com base compreendida entre 
dois hexágonos regulares, conforme a figura. Considerando que os eixos da peça e 
da cavidade coincidem, qual o volume da peça? 


рына а 


Capítulo 18. Prismas 
a) 64043 ст? b) 128043 ст? c) 256043 cm? 
d) 320,3 cm? е) 192043 ст? 


19) (UEM-10) Considerando que as medidas, em centímetros, dos lados de um 
paralelepípedo retângulo são três números inteiros consecutivos, tais que o produto 
deles é oito vezes a sua soma, assinale a(s) alternativa(s) correta(s). 

01) A soma é um múltiplo de 5. 

02) O volume do paralelepípedo é 60 cm”. 

04) A área lateral do paralelepípedo é 148 cm?. 

08) O comprimento da maior diagonal do paralelepípedo é 9 cm. 

16) Uma das medidas dos lados do paralelepípedo é múltiplo de 3. 


20) (UEM-12) Considere um prisma reto cuja base é um pentágono não regular 
ABCDE, em que os lados АВ e EA medem 104/2 cm, o lado CD mede 20 cm e os 
lados BC e DE sáo perpendiculares ao lado CD e tém metade da sua medida. 
Sabendo que a altura desse prisma é de 10 cm, assinale o que for correto. 

01) A área lateral desse prisma mede 6002 cm”. 

02) O volume do prisma é 3.000 cm”. 

04) O prisma tem 7 faces retangulares. 

08) A área total do prisma é 1.200 cm?. 

16) O prisma tem 10 vértices. 


21) (PUC/PR-11) Benedito contratou o projeto de uma cisterna para armazenar 
água da chuva, a ser construída sobre um terreno plano. Suas dimensões internas 
são as seguintes: 3 metros de largura, 5 metros de comprimento e 2 metros de 
altura. As paredes têm espessura de 20 cm e a cobertura é de material leve e 
removível. Um amigo fez as seguintes asserções: 

I. Se a largura for aumentada em um metro e o comprimento for reduzido em um 
metro, a capacidade volumétrica da cisterna aumentará ет 2 m°. e a área externa 
das paredes será a mesma da estrutura original. 

П. Se o comprimento for aumentado em um metro e a largura reduzida em um 
metro, a área externa das paredes será a mesma da estrutura original, mas a 
capacidade volumétrica da cisterna ficará reduzida a 80% da capacidade original. 
Ш. Se a largura for aumentada em um metro, a capacidade volumétrica da cisterna 
passará de 40 m°, e a área externa das paredes será inferior a 40 m?. 

IV. Se o comprimento for aumentado em um metro, a capacidade volumétrica da 
cisterna e a área externa das paredes aumentarão em 20%. 

Assinale a alternativa CORRETA: 

A) São verdadeiras apenas as asserções I e Ш. 

B) São verdadeiras apenas as asserções І e II. 

C) Somente a asserção IV é falsa. 


Miet m e e HH LLL HH LE ETUR EGET LE ECL E LE L E G G 
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D) Todas as asserções são verdadeiras. 
E) Apenas a asserção III é falsa. 


22) (Mackenzie-06) O cubo da figura tem aresta 242. Se P e Q são, 
respectivamente, os pontos médios de AB e de BC, a área do quadrilátero PQDE é 


a)9 b)10 с)7 d) 12 e)6 


23) (Mackenzie-08) A figura ao lado 
representa a maquete de uma escada que 
foi construída com a retirada de um 
paralelepípedo reto-retángulo, de outro 
paralelepípedo reto-retângulo de 
dimensões 12, 4 e 6. O menor volume 
possível para essa maquete é 


a)190 — b)180 c)200 
9) 194 е)240 


24) (Mackenzie-09) А peça da figura, de volume a^. é o resultado de um corte feito 
em um paralelepípedo reto retângulo. retirando-se um outro paralelepípedo reto 
retângulo. O valor de a é 
a 
"TA 
prr mil 


a) 2/3 b)5 c)6 


— 
ШИШИ TWTITT 
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25) (Mackenzie-12) O número mínimo de cubos de mesmo volume e dimensões 
inteiras, que preenchem completamente o paralelepípedo retângulo da figura, é 


36 
a) 64 b)90 с) 48 d) 125 e) 100 


26) (ЕСУ-І 09) O volume de um cubo, em m°, é numericamente igual a sua área 
total, em cm”. Assim, a aresta desse cubo, em cm, é igual a 
A)6.10*. В)5107. C)6.10'. р) 5.10% E)6.10º. 


27) (Insper-06) Considere um cubo ABCDEFGH cujas arestas medem 8cm. 
Tomam-se os pontos J, K, L e M sobre as arestas AE, BF, CG e DH. 
respectivamente, de modo que AJ = ВК = 2d cm e GL = НМ = d cm, em que 0 <d 
<4, como mostra a figura. 


E "т 
| 
| 
| 
1, 


Rp А 
~| ve 
ts “ш 


Seja S a área, em cm?, do quadrilátero JKLM. 

a) Calcule S para que d seja igual a 1. 

b) Calcule S para que d seja igual a 3. 

c) Determine d para que S seja a menor possível. 


28) (Insper-09) Para decorar uma caixa com a forma de paralelepípedo reto 
retángulo, uma pessoa colou algumas fitas sobre suas faces, como mostra a figura. 
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Cada fita foi colada, sem folga, ligando dois vértices opostos de uma mesma face, e 
havia fitas com comprimentos iguais a 10cm, 3/29 cm e 17cm. Portanto, o volume 
da caixa, em cm”, é 

a) 360. b) 540. c) 600. d) 720. e) 840. 


29) (Unifei-11) Determine a área total, em mí, de um prisma reto de altura 5 metros 
e cuja base é um hexágono regular inscrito num círculo de raio de 2 metros. 


30) (Uespi-11) O sólido ilustrado abaixo é obtido cortando um cubo por planos que 
interceptam as trés arestas adjacentes em um vértice do cubo, de tal modo que o 
sólido tem seis faces, que são octógonos regulares, e oito faces, que são triângulos 
equiláteros. Se o cubo original tem aresta medindo 1 cm, qual a área total do 


sólido? д | 
V 


ZON, 
b) 2(642 - 7-343 — 24/6) ст? 
d) 2(642 — 54.345 - 2V6) ст? 


а) 26/2 833 - 26) ст? 
с) X642 6+ 34/3 - 246) cm? 
е) X62 — 44345 - 246) cm? 


31) (UESPI-10) Um triángulo ABC está inclinado em relação a um plano 0, e as 
distâncias entre os vértices A, B e C e o plano são, respectivamente, de 3cm, 5cm e 
7cm. Qual a distância entre o baricentro do triângulo e o plano? Obs.: o baricentro 
de um triángulo é o ponto de encontro de suas dia 


А) 4,5ст В)5,0сп С) 5,5ст D) É Ост E) 6,5cm 


ЕТТЕН 


32) (UFTM-12) A figura | representa um prisma obtido após a secção do 
paralelepípedo reto-retángulo ADFCGILL representado na figura 2. 
D E 


figura 1 figura 2 
Sendo que AB = BC = DE = EF e 4HI = 4KL = JL =2JG = 2AG = x, o volume do 
prisma representado na figura 1 é 
2a)5x/32. b)3x 716 c)3x/5 d)5x78 е)3х/4 


33) (Fuvest-98) No cubo de aresta 1, considere as arestas AC e BD e o ponto 


médio, M, de AC. D 
G 
M 

B 
A 


a) Determine o cosseno do ángulo BAD. 

b) Determine o cosseno do ángulo BMD. 

c) Qual dos ángulos, BAD ou BMD, é o maior? Justifique. 

34) (Fuvest-02) Um bloco retangular (isto é, um paralelepípedo reto-retângulo) de 


2 A 
base quadrada de lado 4 em e altura 20/3 cm, com 3 de seu volume cheio de 


água, está inclinação sobre uma das arestas da base, formando um ângulo de 30º 
com o solo (ver seção lateral abaixo). Determine a altura h do nível da água em 
relação ao solo. 


ITTIWETTETTTTTERTI TES! 


<A 

35) (UFRN-00) Dispondo-se de uma folha de cartolina retangular, medindo 60 cm 
de comprimento por 50 cm de largura, pode-se construir uma caixa sem tampa, 
cortando-se um quadrado de lado h em cada canto da folha. 

Sendo V : D > (0, + =) a função que associa o volume V(h) da caixa (em cm) à 
altura h (em cm). e considerando que (0, + о) = (x e R | x > 0} , determine 
A) o domínio D; 

B) uma expressão algébrica para V(h). 


36) (UFMG-98) Observe a figura. 


Nessa figura, está representado um cubo de aresta 10. 
Sabendo que AP = QC = 4, CALCULE a distância de P a Q. 


37) (UCS-09) Um produtor precisa construir um depósito de cereais em forma de 
um prisma hexagonal regular, de modo que a medida de sua superficie lateral seja 6 
vezes a da superficie da base e o volume seja de 54 m^. A medida da aresta da base 
desse depósito deverá ser igual a 

a)jl8m b)1,8m c)4m d)25m e)2m. 


38) (UEMG-11) 


AS 
—— 


боса 

O desenho, acima, representa uma caixa de madeira maciça de 0,5 сіп de espessura 
e dimensões externas iguais a 60 cm. 40 cm e 10 cm, conforme indicações. Nela 
será colocada uma mistura líquida de água com álcool, a uma altura de 8 cm. Como 
não houve reposição da mistura, ao longo de um certo período, 1200 cm? do líquido 


evaporaram. Com base nesta ocorrência, a altura, em cm, da mistura restante na 
caixa corresponde a um valor numérico do intervalo de 
А) [5,0; 5,9]. B)[60;69] С) [7,0; 7,6]. 0) [7,6; 7,9]. 


39) (UEMG-13) Para a construção de uma caixa sem tampa, foi utilizado um 
pedaço retangular de papelão com dimensões de 35 cm de comprimento por 20 cm 
de largura. De cada um dos quatro cantos desse retângulo, foram retirados 
quadrados idênticos, de lados iguais a 5 cm de comprimento. Em seguida, as abas 
resultantes foram dobradas e coladas. Para revestir apenas a parte externa da caixa 
construída, foram necessários 

A) 600 em? de revestimento. B)615 em? de revestimento. 

C) 625 cm? de revestimento. D) 610 cm? de revestimento. 


40) (UFU-09) No cubo ABCDEFGH considere o ponto P na aresta AE satisfazendo 
AP = 3.PE. Sabendo que PG mede 33 cm, calcule o volume do cubo. 


ғ Р 

41) (UEPB-10) Um recipiente cúbico medindo 1 m de lado está totalmente cheio de 
água. Se no seu interior são lançados 200 cubinhos de aço medindo 4 cm de lado, a 
quantidade de água, em litros, transbordante causada pela imersão dos cubinhos é: 
a) 12,8 litros b) 12,5 litros c) 12,6 litros d) 13 litros e) 12,4 litros 


42) (UFSCar-08) A figura indica um paralelepípedo reto-retângulo de dimensões 
V2x/2xN'7 , sendo A, B, C e D quatro de seus vértices. 


vz c 
A distáncia de B até o plano que contém A, D e C é igual a 


мини EHE LEER LE ETE F CH E ИНИН 


ә КЛ! " via 9 КДП ШЕ >й 
4 4 2 2 2 


43) (UFSCar-09) А figura indica um paralelepípedo reto-retângulo de dimensões 5 
x 5 х 4, em centímetros, sendo A, B, C e D quatro dos seus vértices. 


5 c 
a) Calcule a área do triângulo ABC. 
b) Calcule a distância entre o vértice D e o plano que contém o triângulo ABC. 


44) (Unesp-12) A figura mostra um paralelepípedo reto- 
retângulo ABCDEFGH, com base quadrada ABCD de 
aresta a e altura 2a, em centímetros. 


A distância, em centímetros, do vértice A à diagonal BH 
vale: 


45) (Fuvest-07) O cubo de vértices ABCDEFGH, indicado na figura, tem arestas de 
comprimento a. Sabendo-se que M é o ponto médio da aresta AE , então a distância 
do ponto M ao centro do quadrado ABCD é igual a 

ya "ES yal d) ay3 е) 2aV3 

5 3 2 

46) (Unicamp-11) A caixa de um produto longa vida é produzida como mostra a 
sequéncia de figuras ao lado. A folha de papel da figura 1 é emendada na vertical, 
resultando no cilindro da figura 2. Em seguida, a caixa toma o formato desejado, e 
sáo feitas novas emendas, uma no topo e outra no fundo da caixa, como mostra a 
figura 3. Finalmente. as abas da caixa sáo dobradas, gerando o produto final, 
exibido na figura 4. Para simplificar, consideramos as emendas como linhas, ou 
seja, desprezamos a superposigáo do papel. 


AAA rre aiiai] 


+ ED 


КЕЕН 1 Figura2  Figura3 Figuras 
a) Se a caixa final tem 20cm de altura, 7,2cm de largura e 7cm de profundidade, 
determine as dimensões x e y da menor folha que pode ser usada na sua produção. 
b) Supondo, agora, que uma caixa tenha seção horizontal quadrada (ou seja, que 
sua profundidade seja igual a sua largura), escreva a fórmula do volume da caixa 
final em função das dimensões x e y da folha usada em sua produção. 


47) (AFA-99) Qual deve ser a medida da altura de um prisma reto, cuja base é um 
triângulo equilátero de lado a, para que seu volume tenha valor a^? 


ad3 3av3 ad3 4а/3 
b 
a) 4 ) 4 c) 5 d) B 


48) (AFA-05) A diagonal de um paralelepípedo reto retángulo mede 3485cm e 
suas dimensões são proporcionais a 1, 3 e 5. А fração irredutível т que representa а 
razão entre a área total do paralelepípedo e seu volume é tal que 

a) a e p são dois números primos. b) a +В = 100 

coa-B=11 d)p-a-- 


49) (AFA-06) O produto da maior diagonal pela menor diagonal de um prisma 
hexagonal regular de área lateral igual a 144 cm? e volume igual a 1444/5 ст? é. 


a) 1047 0)20/7. е) 104/21 d)20 21 


50) (Escola Naval-00) 


Máaata25122 01205422145 LL 4LABOLAE LLLI LLL EE EHE HG ELE ETE EE 


Um navio da Marinha Brasileira utiliza em sua praça de máquinas uma peça de aço 
maciça com a forma de um paralelepípedo retangular de dimensões a, b, e c, 
transpassada por um furo hexagonal, como mostra a figura acima. Sabendo que a = 
144т, b = 15 3 dm, c= 1043 dm e que o perímetro da seção transversal 
(hexágono) do furo é 24dm, pode-se dizer que o volume da peça é 

(A) inferior a 4.000dm'. 

(B) superior a 4. 000dm' e inferior a 4.200dm'. 

(C) superior a 4. 2004т e inferior a 4.500dm”. 

(D) superior a4. 500dm e inferior a 5.000dm”. 

(E) superior а 54 000dm*. 


51) (Escola Naval-98) A altura de um paralelepípedo retângulo mede 60 cm e sua 
base é um quadrado. A diagonal do paralelepípedo forma um ángulo de 60º com o 
plano da base. O volume do paralelepípedo retângulo é, em ст: 

a) 12000 b) 18000 c) 24000 d) 27000 e) 36000 


52) (Escola Naval-97) Um paralelepípedo retângulo de volume V tem dimensões 
inversamente proporcionais a A, Be C. A área total do paralelepípedo é: 


3) 2 V (ABO) пуб QV AA +в+С). 
A+B+C 


ФҰУ(АВ-АС»ВС) QUA «Be CRT 


53) (ITA-72) As medidas de um paralelepípedo retángulo in em progressáo 
geométrica e sua soma vale s. Sabendo-se que o seu volume é vi e s > 3v, então 


duas de suas dimensões são: 
2.3 
sevi SV) rs 
EEN IIA b)s-ves*v c) v+ (s- v)! -4v? 
€) nenhuma das respostas anteriores. 


a) 2 
s-vtq(s- 


d) 


54) (ITA-80) Se as dimensóes, em centimetros, de um paralelepípedo reto regular 
são dadas pelas raízes da equação 24x? — 6х? + 9x — 1 = 0, então o comprimento da 
diagonal é igual a: 


9 N24 Үбі N73 
b d 
a) 3 Жут €) 12 ci ) 12 em e) 12 em 


нн д 


1 1 Capítulo 10. Prismas 
55) (ITA-87) Seja (P) um paralelepípedo retângulo de dimensões dadas por três 
números consecutivos. Se a área total de (Р) é 10 m°, então seu volume é: 


a) МЗ т? b) V5 m° с) /7 m° d) V2 m° е) 24/3 m° 


56) (ITA-93) São dados dois cubos I e II de áreas totais S, e S; e de diagonais d, e 
d», respectivamente. Sabendo-se que S, — S; = 54 m^ e que dz = 3 m, então o valor 
da razão d;/d; é: M 
a) 3/2 b) 5/2 e) 2 d) 7/3 e)3 
57) (IME-15) Em um prisma oblíquo ABCDEFA*B*C*D'EF”, cuja base ABCDEF 
é um hexágono regular de lado a, a face lateral EFF'E' está inclinada 45º em 
relação à base, e a projeção ortogonal da aresta F'E” sobre a base ABCDEF 
coincide com a aresta BC. O volume do prisma é: 
зз! 093 55 9 5 

gd ba c) at dla ela 

0190) 44 Өле 4)24).6)24 


58) (ITA-95) Dado o prisma hexagonal regular, sabe-se que sua altura mede 3 cm e 
que sua área lateral é o dobro da área de sua base. O volume deste prisma, em cm”, 


e 
32435 001342 oi2  d)54V3 ous 


59) (ITA-96) As dimensões X, y e z de um paralelepípedo retângulo estão em 
progressão aritmética. Sabendo que a soma dessas medidas é igual a 33 cm e que a 
área total do paralelepípedo é igual a 694 cm”, então o volume deste paralelepípedo, 
em cm”, é igual a: с 
a)1200 — b)936 c)1155 d) 728 e) 834 

60) (IME-64) Um cubo, de área total igual a 24 m°, é cortado por um plano de 
modo a se obter uma seção hexagonal regular. Calcule o lado do quadrado inscrito 
no triângulo equilátero de perímetro igual ao do hexágono obtido. 


61) (IME-68) Dado um prisma reto cuja base é um quadrado de lado 10 m e altura 
18 m, passa-se um plano que corta o prisma de modo a que três arestas 
consecutivas ficam medindo 10 m, 12 m e 14 m. Calcular, em metros quadrados. a 
área lateral do prisma truncado assim formado. í 


62) (IME-71) Um prisma reto, de base hexagonal regular, tem 4,5 centímetros 
cúbicos de volume e 12 centimetros quadrados de superfície lateral. Calcule o lado 
do hexágono e a altura do prisma. 


En 
En 


Е 


Capitulo 10. Prismas. 
63) (IME-72) Um cubo de aresta “a” é seccionado por um plano que contém a 
diagonal de uma das faces e passa pelo ponto médio de uma aresta da face oposta. 
Calcule o volume do menor dos sólidos resultantes. 


64) (IME-86) Seja um paralelepípedo retângulo de bases ABCD е A'BC'D', cujas 
arestas AA”, BB”, СС” e DD” tenham por comprimento / е os lados da base sejam, 
respectivamente, AB = a e AD = b. Por DD' considere dois planos DD'MM' e 
DD'NN”. 1) Determine as distâncias AM = x e AD = y para que esses dois planos 
dividam o paralelepípedo em três partes de mesmo volume; 2) Determine a razão 
entre os volumes dos sólidos MBNM'B'N' e MDNM'D'N': 3) Encontre a relação 
entre as arestas ММ”, cujas faces passam por DD’ e NN”, seja reto. 


65) (IME-88) Secciona-se um cubo de aresta a por planos passando pelos pontos 
médios das arestas concorrentes em cada vértice. Considere o sólido formado ao 
retirar-se as oito pirâmides obtidas. Calcule a soma das arestas, a área e o volume 
deste sólido. 


66) (IME-98) Considere o cubo de bases ABCD е EFGH, e arestas AE, 
Sejam as arestas iguais a3 m e os pontos M, N e P marcados de forma que: 
Me AD, tal ше AM=2m, Ne  AB,tal que AN-2m, e 
Pe BF, tal que BP = 05m. 

Calcule o perímetro da seção que o plano MNP determina no cubo. 


67) (EsPCEx-01) Um galpão com as dimensões do desenho abaixo deverá ser 
construído para armazenar produtos que necessitam de controle de temperatura. 
Cada um dos condicionadores de ar disponíveis, que atendem às suas 
especificações, é capaz de climatizar um volume de até 200m”. Nessas condições, 
pode-se afirmar que o maior comprimento (^) que о galpão pode ter, em metros, 


para ser equipado com 3 (três) aparelhos de ar condicionado é: 


(desprezar a espessura das paredes e considerar que o galpão é um prisma reto e 


não tem forro nem laje) 
А.13т B.20m C.5m D.25m Elim 


ШҮ ИНИ И ia 


68) (IME-05) Considere os pontos P e Q sobre faces adjacentes de um cubo. Uma 
formiga percorre, sobre a superfície do cubo, a menor distância entre P e Q, 
cruzando a aresta BC emM e a aresta CD em N, conforme ilustrado na figura 
abaixo. E dado que os pontos P, Q, M e N são coplanares. 

a) Demonstre que MN é perpendicular a AC. 

b) Calcule a área da seção do cubo determinada pelo plano que contém P, Q e M 
em função de BC= a e BM=b. 


69) (IME Militares-07) Um determinado prisma reto apresenta como seção reta um 
polígono qualquer, circunscrito a um círculo C. Calcule o volume do prisma em 
função de sua área lateral S; e do raio R do círculo C. 


70) (IME-70) A interseção de um plano com as arestas de um prisma reto triangular 
determina, a partir da base, segmentos de 3, 4 e x metros sobre as arestas. Calcule o 
valor de x para que os dois volumes resultantes sejam equivalentes. Aresta do 
prisma: 10 metros. 


71) (IME-71) As faces de um paralelepípedo são losangos de lado igual a / = № 
metros e diagonal menor igual ао lado. Calcule o volume do paralelepípedo. 


a) Ea mê b2m' Im d)2.,3 m e) 2/2 m° PNRA. 


72) (ITA-17) Considere o cubo ABCDEFGH de aresta 2 tal que: ABCD é o 
quadrado da base inferior; EFGH, o quadrado da base superior e AE, BF, CG e 
DH sào as arestas verticais. Sejam L, M e N os pontos médios das arestas AB, 


CG e GR, respectivamente. Determine a área do triángulo LMN. 


MEREELIEIR EIE EEHIE HEEL LUE EHEEHETVREE ETE шина LE 


Pirámide 


11.1. DEFINIÇÕES 

Dado um polígono plano e um ponto V não pertencente ao plano do polígono, 
denomina-se pirâmide o sólido limitado por esse polígono e todos os planos 
determinados pelos lados desse polígono e pelo ponto V. 

Denomina-se uma pirâmide em função do polígono da sua base. Assim, se a 
base é um triângulo a pirâmide é classificada como triangular e se a base é um 
hexágono e pirâmide é denominada de hexagonal regular. 


Pirâmide oblíqua: as suas arestas laterais não são congruentes entre si. 
Pirâmide reta: as suas arestas laterais são congruentes entre si. 
Pirâmide regular: é a pirâmide reta cuja base é um polígono regular. 


Меша Т da aresta da base 


Relação Fundamental: m? = h? + a? 
m = apótema da pirâmide 

a = apótema da base 

h = altura da pirâmide 


Apótema da base (a): é a distância entre o centro do polígono regular da base e o 
ponto médio de qualquer aresta da base. 

Apótema da pirâmide (m): é a distância entre o vértice da pirâmide e o ponto 
médio de qualquer aresta da base. 

Altura da pirâmide (h): é a distância entre o vértice da pirâmide e o plano da base. 


шаа LLLI Riiie 


11.2. VOLUME DA PIRÂMIDE TRIANGULAR 


11.2.1. Teorema: Duas pirâmides triangulares com bases de mesma área e 
apresentando a mesma altura, possuem volumes iguais. 
Demonstração: 


Suponha duas pirâmides distintas apresentando bases paralelas e de mesma 
área S. As alturas das duas pirâmides são congruentes e medem H. Seja « o plano 
que contém as duas bases das pirâmides. Seja В um plano qualquer, paralelo a о, 
que determina nas pirâmides seções de áreas iguais a S, e S;, conforme a figura 
acima. Considere que a distância de B aos vértices das duas pirâmides é igual a h. 
Por semelhança de triângulos segue que o triângulo de área S, é semelhante ao 


triângulo da base da pirâmide 1, sendo 1 а razão de semelhança. Como а razão 


entre as áreas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razão de semelhança, 


S, 2 2 
tem-se que = ($) - Analogamente, conclui-se que ЕЗ = (&) E 


Assim, cada plano traçado paralelamente ao plano que contém as bases 
determina nos sólidos seções de mesma área. Pelo princípio de Cavalieri pode-se 
afirmar que Vi = V; 


11.2.2. Teorema: O volume de uma pirámide triangular cuja área da base vale S, e 


cuja altura vale h é V Su. 


Demonstração: 


кш 


TI 


Considere um prisma ABCA'B'C' de base triangular. E possível particionar 
este prisma em três pirâmides triangulares, conforme indicam as figuras abaixo. 


K—À RA i s e 
KA NN 
A CHITA с ANT 


Perceba que as pirámides AA'B'C' e B'ABC possuem base de mesma área 
(os triángulos 4/8'C' e ABC são congruentes) e mesma altura (distância entre os 
planos que definidos pelas bases das pirámides). Assim, tem-se que as pirámides 
AA'B'C' e B'ABC possuem mesmo volume: V, = V3. 

Observe agora que as pirâmides B'C'AC e AA`B`C` possuem mesma área de 
base (Saca = Sace uma vez que AC” é diagonal do paralelogramo ACC*A”) е 
mesma altura (distância de В” ao plano АСС” А”). Deste modo tem-se que V, = Va. 

Logo: Vi = У = Va. Como Vorisma = Vi + Vy + Уз > Sph=3Voirimido => 


1 
Se 


11.2.3. Volume de um pirámide de base qualquer: 


Considere uma pirámide cuja base é um 
polígono convexo qualquer. Tome um dos vértices 
da base e trace as diagonais a partir deste vértice. А 
pirámide original ficou particionada em pirámide 
menores, todas de base triangular e mesma altura da 
pirámide original. Assim, o volume da pirámide 
original é igual á soma dos volumes das pirámides 
triangulares: 


/ S MSS 
уау 


1 1 1 1 1 
Vadio iram š bs en зе +А,+..+А„)һ > Шан 


TITTETTHHTTTIEETIHE IEEE EISE HE HH HE LA Ld ádábatttétsatiseete 


h 


base ° 


11.3. TETRAEDRO REGULAR 


Tetraedro é um poliedro composto por 
4 faces triangulares. Um tetraedro é 
classificado como regular se for formado 
por 4 triângulos equiláteros. 

A figura ao lado representa um 
tetraedro regular de base ABC e vértice P. 
Pela simetria da construção, a projeção 
ortogonal de P sobre o plano da base do 
tetraedro recai sobre o baricentro G da base 


А 2 
ABC, ou seja, ===“. Nota-se que PG é a 
В АМ 3 2 


altura do tetraedro, ou seja, PG = H. 

Na face PBC considere a altura de P 
com relacáo à aresta BC. O comprimento desta altura denomina-se apótema da face 
do tetraedro. O comprimento do apótema é designado por g. Na verdade, o conceito 
de apótema de face lateral é válido para qualquer pirâmide. Quando os apótemas de 
todas as faces laterais da uma pirâmide possuem o mesmo valor g afirma-se que g é 
o apótema da pirâmide. Este caso ocorre quando todas as faces laterais são 
triângulos isósceles congruentes e a base é um polígono regular. 

No caso de um tetraedro regular, a altura de cada face coincide com a 
mediana e o ponto M, pé da altura de P na face PBC, é o ponto médio da aresta BC 


е assim вМ-См-5. 


11.3.1. Calculo dos Elementos do Tetraedro Regular 


Geratriz: Aplicando o teorema de Pitágoras em APBC: 


2 
гора 2 ETE 
(2) + = ат 


Altura: Observe que AM -.- а), Como G é o baricentro de AABC segue que 


amo 2093 a 5 
3 317 705 


а 


5 


Aplicando o teorema de Pitágoras em APAG: a? = H2 4 


шинин 


А 


a3 


Área da Base: Como ЛАВС é equilátero de lado a: A, = i 


Área Total: Todas as 4 faces são congruentes e possuem a mesma área da base: 
Ат-4.А, > Ат таз/3 
1a? y3 ауб ET У.а? 


E: MS 
81747153 


Volume: V=LA, H= 
3 


11.4. TRONCO DE PIRÂMIDE 


Considere uma pirâmide de 
altura H e aresta de base iguala 
L. Quando um plano, paralelo à 
base da pirâmide e distância h 
desta, intersecta a pirâmide são 
gerados dois sólidos: uma 
pirâmide menor de altura H — h e 
um tronco de pirâmide de altura 
h. A figura ao lado ilustra um 
tronco de pirâmide de base quadrangular, porém é possível determinar troncos de 
pirâmide cuja base é qualquer polígono convexo. Em qualquer tronco de pirâmide 
se destacam duas bases, uma maior (base original de pirâmide) e outra menor 
(determinada pela interseção do plano). 


11.4.2. Pirâmides Semelhantes 

Duas pirâmides são 
semelhantes quando os ângulos 
homólogos formados por arestas 
a h consecutivas são congruentes e 
quando as arestas homólogas são 
proporcionais. Quando 
seccionamos uma pirâmide por 
um plano paralelo à sua base são 
determinadas duas pirámides 

Ë semelhantes. 
Se k é a razão de 
semelhança entre as duas 


ШЕНЕТЕТІЗЕНРІЗЕЕТЕЕІІЕІІЗІ ІЗ ІІз ІІІ 


Capítulo 11 Pirámide: 
114.3. Teorema: A razão entre as áreas da base de duas pirâmides semelhantes é 
igual ao quadrado da razão de semelhança. 
Demonstração: 
Pela definição de pirâmides semelhantes, pode-se concluir que os polígonos das 
bases são polígonos semelhantes. Como a razão entre as áreas de dois polígonos 
semelhantes é igual ao quadrado da razão de semelhança: Бае анма. =k?. 

base pirâmide? 


11.4.4. Teorema: A razão entre as áreas laterais de duas pirâmides semelhantes é 
igual ao quadrado da razão de semelhança. 

Demonstração: 

Pela definição de pirâmides semelhantes, pode-se concluir que as faces laterais 
homólogas são triângulos semelhantes. Supondo que as pirâmides possuem n 
(n > 3) faces laterais, aos pares homólogas (51, 871), (S2, 5°), ..., (Sw, 57,), conclui- 


S S. 
se que СИ k^. Como a área lateral de uma pirâmide é a soma das 
1 2 
áreas das faces laterais: 
к2 2.51 „Зул. 5(+5,+..+5, Suet 
S; 57 S'+S' SS быз 


11.4.5. Teorema: A razão entre os volumes de duas pirâmides semelhantes é igual 
ao cubo da razão de semelhança. 
Demonstração: 


1 

бу 
М атыны бы асы 
V Esh, 5,2 h; 


Observação: Os teoremas anteriores também são válidos para dois sólidos 
semelhantes quaisquer, ou seja, dois prismas semelhantes, dois cones semelhantes, 
duas esferas semelhantes, dois toróides semelhantes, ... Assim, pode-se afirmar 
que: 

1) A razão entre as áreas de dois sólidos semelhantes é igual ao quadrado da razão 
de semelhança. 

2) A razão entre os volumes de dois sólidos semelhantes é igual ao cubo da razão 
de semelhança. 

A demonstração dois dos itens acima envolve conceitos de nível superior e estão 


fora do escopo desta obra. 


11.4.6. Apótema e Área Lateral do Tronco de Pirâmide 

Somente existe sentido em calcular o apótema de 
um tronco de pirâmide quando a pirâmide original que 
gera o tronco é uma pirâmide regular. Neste caso, 
traçando o segmento de reta que liga os centros das 
bases aos respectivos pontos médios de duas arestas 
homólogas das bases determina-se os apótemas api е 
ap» das bases do tronco. O apótema do tronco Ap é o 
segmento de reta que liga os pontos médios de duas 
arestas homólogas das bases. Projetando o ponto 
médio da aresta da base menor sobre a base maior é 
destacado um triângulo retângulo, conforme indica a 
figura ao lado. Aplicando o Teorema de Pitágoras: 


* Ap'-h'e(ap,-ap) > Ap=.h? + (ap, –ар)? 


Como as faces laterais de um tronco de pirámide sáo trapézios: 


2 2p, 
Sasa E ay ‚= Sue = (pi + PAP 


onde pi e p> são os semi-perímetros das bases do tronco de pirâmide. 


11.4.7. Volume do Tronco de Pirámide 
Considere uma pirámide de aresta de base 


L e altura H. Um tronco de pirámide é gerado 
pela interseção de um plano paralelo à base da 
H pirâmide de modo que a aresta da base menor 
do tronco seja / e a altura do tronco seja h. Seja 
b a área da base menor do tronco e B a área da 
base maior do tronco. Seja 7^ o volume da 
pirámide menor (de altura H — h) determinada 
pela seção do plano. A partir do vértice V da 
pirámide trace um plano que é ortogonal às bases do tronco. Este plano determina 
uma seção na pirâmide original denominada de seção meridiana. Nesta seção 
considere os dois triângulos destacados na figura ao lado. Usando semelhança de 
triângulos, demonstram-se as seguintes relações: 


1 H-h o. ЕЗ b er ЕЗ y' 
- ii) = iii) x 
L H H B H V патас 


H-hY b h _ fo 
Da relação (ii 3 = 1---- 
a relação (ii) segue que: ( H ) B H B 


i) 


h  JB-Nb mo B 
н JB VB - Jb 
O volume И do tronco de pirámide é dado por: 
bh+ H(B-b) bheh BGB Mp) _, 
3 3 


3 


Vyouo = V- V' = -lpu-lyg-1)- 
3 3 


asua [pea] 


Exercícios Zesolvidos A 


1) (ENEM-09) Uma fábrica produz velas de parafina em forma de pirâmide 
quadrangular regular com 19 cm de altura e 6 cm de aresta da base. Essas velas são 
formadas por 4 blocos de mesma altura — 3 troncos de pirâmide de bases paralelas 
e 1 pirâmide na parte superior —, espaçados de 1 cm entre eles, sendo que a base 
superior de cada bloco é igual à base inferior do bloco sobreposto, com uma haste 
de ferro passando pelo centro de cada bloco, unindo-os, conforme a figura. 


5% 


бст 
Se о dono da fábrica resolver diversificar o modelo, retirando a pirâmide da parte 
superior, que tem 1,5 cm de aresta na base, mas mantendo o mesmo molde, quanto 
ele passará a gastar com parafina para fabricar uma vela? 
a) 156 ст“. b) 189 cm”. c) 192 cm”. d) 216 cm'. 
Solucáo: Alternativa B 
Como existe um espaçamento de 1.0 cm entre cada um dos quatro bloco que 
formam a vela, eliminando estes trés espacamentos forma-se uma pirámide de 
altura 19 cm — 3,0 cm = 16.0 cm 
O volume total de parafina é igual ao volume desta pirámide com os espacamentos 
eliminados: 


e) 540 em”. 


1 mt 3 
Vr =—S,-h =—62.16 =192cm 
ҮА Е 


A pirâmide que será retirada possui aresta da base igual a 1,5 cm e altura 4 cm. Seu 
volume vale: 


E /z/u/p 1f Pirâmide | 
1 1 ERA 
V, өлі = 305» 4=3em 
Logo, ao retirar-se a pirâmide superior o volume de parafina será 


Vr- V = 192 —3 = 189 cm? 


2) (ITA-00) Considere uma pirámide regular com altura de cm. Aplique a esta 


pirámide dois cortes planos e paralelos à base de tal maneira que a nova pirámide e 
os dois troncos tenham, os três, o mesmo volume. A altura do tronco cuja base é a 
base da pirâmide original é igual a : 

a) 204/9 -3/6)em b) 204/6 -/2)cm c) 2(/6-УЗуст 

d) 245 -32)em е) 2049 –43)ст 


Solução: Alternativa D 


3 
зһ-6/3-/2) > n-205-32) 


3) (IME-07) O volume do octaedro cujos vértices são os pontos médios das arestas 
de um tetraedro regular de volume V é: 
у (2 
== = 
) 2 ) 


У 
b)— 
un 8 


Solução: Alternativa A 
Retirando-se o octaedro do Tetraedro regular dado. restam quatro Tetraedros 
regulares, congruentes entre si e semelhantes ao original. Como a razão de 


3 
T Aid 
semelhança é Lo volume de cada Tetraedro menor é (5) 9190 volume inicial. 


M 


M 
Portanto, o volume do octaedro é dado por: V — Ira = 


4) (ITA-03) Considere uma pirâmide regular de altura igual a 5 cm e cuja base é 
formada por um quadrado de área igual a 8 cm?. A distância de cada face desta 
pirâmide ao centro de sua base, em cm, é igual a: 


ME 56 o£ 21 e) 3 


a) — b) 


3 9 
Solução: Alternativa B 


Sus =2=8 => /-2/2cm 
Pelas relações métricas no triângulo retângulo AVOH temos 
que 
OV.OH=OM.VH > 5/2=V27 xd > 
250 _ 56 


da ¡200 
BIA y em 


5) (ITA-06) Uma pirámide regular tem por base um hexágono cuja diagonal menor 


mede 3/3 cm. As faces laterais desta pirámide formam diedros de 60? com o plano 
da base. A área total da pirámide, em cm”, é 


a) 8143/2 5)8N2/2 сув//2 d) 27/3 
Solução: Alternativa A $ " ү? 
Considerando a figura abaixo e empregando a lei do cossenos temos: 


BD sabia 1 
d'-80.t -2e4(-5) = 4-(/3-3,3-4У/3->4-3сп 


A base (a), a altura (h) e o apótema da pirámide (A) formaráo o triángulo. 


Desde que a = A cos 60º e como 


A 
h 3 
a= ELCHE HN A-3M5 
2 2 2 
2 
= A Assim: S= pA + S = 935 + 6208 > S= 


27454 Ны 2813. ыз cm? 


6) (ITA-10) Sejam A, B, C e D os vértices de um tetraedro regular cuja arestas 
medem lem Se M é o ponto médio do segmento ABeNéo ponto médio do 
segmento CD então a área do triángulo MND, em em?, é igual a 
A 1AnA 
a 6 ) c) d) e) 

8 6 8 9 
Solução: Alternativa B 


Como MN é perpendicular comum às arestas opostas AB e CD, a área pedida é 


MN.ND |. 
dada por . Já que ND = зет e MD= em, tem-se que: 
MN= -2 
2 
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Logo, A área procurada é: 


7) (ITA-07) Considere uma pirâmide regular de base hexagonal, cujo apótema da 
base mede 45 cm. Secciona-se a pirâmide por um plano paralelo à base, obtendo-se 
um tronco de volume igual a 1 ст? e uma nova pirâmide. Dado que a razão entre as 
alturas das pirâmides é 1/2, a altura do tronco, em centímetros, é igual a. 
ә(/6-42)/4 b) (V6-43)/3 o) (858 - J6)/21 

a (82 -245)/6  o(ne-J42)/22 


Solução: Alternativa C 

Sendo J3cm o apótema da base da pirámide original, tem-se que a aresta dessa 
base mede 2 cm. Como a pirâmide nova é semelhante à original e a razão entre as 
alturas é a razão de semelhança, conclui-se que a aresta da base da nova pirámide é 
igual a 42 cm. Finalmente, sendo x a altura do tronco, seu volume será dado рог: 


VARA =1(cm*) =; 
x 35 1 345 - 6 
37 (6«242)-1 Bon JN 


8) (ITA-13) Um plano intercepta as arestas de um triedro trirretángulo de vértice V, 
determinando um triângulo ABC cujos lados medem, respectivamente, 410, 17 e 
5 cm. O volume, em cm”, do sólido VABC é 
а)2. b)4. e) М7 d)6.  e5410. 
Solução: Alternativa A 
Pelo Teorema de Pitágoras: 
X+y=10, x «zi-25 ey +2 = 17 
ЧА Somando estas equações: +y) +22 =26 > х=3,у=1е 
2=4 
Logo, o volume do sólido vale 


1 1х7 314 3 
v 57 Sose H 47277 TN -2 em” 
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9) (ITA-13) Seja ABCDEFGH um paralelepípedo de bases retangulares ABCD e 
EFGH, em que A, B, C e D são, respectivamente, as projeções ortogonais de E, F, 
G e H. As medidas das arestas distintas AB, AD e AE constituem uma progressão 
aritmética cuja soma é 12 cm. Sabe-se que o volume da pirâmide ABCF é igual a 
10ст?. Calcule: 
(a) As medidas das arestas do paralelepípedo. 
(b) O volume e a área total da superfície do paralelepípedo. 
Solução: 

H a) Supondo que AB, AD e AE formem uma 


€ PA nesta ordem: 
E | 1) AB+AD+AE = 1265 AD=4 
eed 2) Vance = 10 <> 3 ABO)BF = 10 e 
4 


ANA REAR TB (ABC) BF =30 > «зер, pr =30 > 


(ADAB)BF=60 <> 4(4-1)(4+1)=60 > 16—?=15 > r=1 > 
(AB, AD, AE) -(3.4,5) 
b) У- ABAD.AE > V 
Sr=2(ADAE+ADAB+AEAB) > Sr=2.(3.4+3.5+4.5) > Sr=94 cm? 


10) (ITA-09) A razáo entre a área lateral e a área da base octogonal de uma 
pirâmide regular é igual a V5 . Exprima o volume desta pirâmide em termos da 
medida a do apótema da base. a 
Solução: 
Seja H a altura da pirâmide e h a altura dos 
triângulos das faces laterais 
8h 


Então: 5-45 = ж = > һ-ау5 


> 


tl 
7 tg ==—=y2-1 t=2a(N2-1 
Ta eg 2-1 > (=20(/2-1) 


Assim: H = 45a? -a? = 2а 


2 162 (/2-1 
Valeo v=l altos > y 8484 е (1271) 
3 3% 3 3 


11) (IME-03) Seja uma pirámide regular de vértice V e base quadrangular ABCD. 
O lado da base da pirâmide mede ё e a aresta lateral £/2 . Corta-se a essa pirâmide 
por um plano que contém o vértice A, é paralelo à reta BD, e contém o ponto médio 


BERESEFHEHTEHEEIETITEHETIEHTITHITITIEITITITI TIE TE F3 E 4899 
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da aresta VC. Calcule a área da seção determinada pela interseção do plano com a 
pirâmide. 
Solução: 
Seja S a seção procurada. A 
interseção do plano BDF com S deve 
ser uma reta paralela à BD, PN. 
Como AVC é um plano de simetria, 
concluir-se que: 
NA = AP e PM = NM. Portanto, A 
seção S, representada pelo 
quadrilátero APMN, possui 
diagonais perpendiculares e sua área 


é igual a AMEEN 


Inicialmente, note-se que AM é a 


62.43 ‚ 5% 
2 2 


altura de um triângulo AVC, equilátero. Assim, AM = 


Agora sejam AMOPN = (0) e VO a altura da pirámide no AAMC, retângulo em 
М, a altura relativa à hipotenusa, ii, mede: 


46 ©? 
Mu-AM.MC 27:2. "6 
AC e 4 
3 Y 
PUER S MEE LIO 
Além disso: AH — ТАС, n 5 
Da semelhança entre os triângulos AMH, segue: 
4Ч2 
00! AO oo 4/6 2. «6 
MH AH 4 3sN2 6 
4 
Finalmente, no triángulo equilátero VBD, sendo PN — x, conclui-se que: 
(12) 5 хз 6 х-250 
2. "On 3 
(в 242 : 
AM - PN PE RE ылы? 
Desse modo: Spy = 5 - 5 = 5 


12) (IME-04) Considere uma pirâmide regular de altura h, cuja base é um 
hexágono ABCDEF de lado a. Um plano perpendicular à base e contendo os 
pontos médios das arestas AB e BC divide a pirâmide em dois poliedros. Calcule a 
razão entre os volumes destes dois poliedros. 

Solução: 


Pelo ponto O”, médio de MN, seja a perpendicular ao 
plano do hexágono, O'G, com G na aresta BV (uma 
vez que GO” // VO). Assim, o plano MNG é 
perpendicular ao plano do hexágono, por conter uma 
reta perpendicular à base. 

Nesta situação, a pirâmide fica dividida em dois 
poliedros: um tetraedro. BMNG, de volume v, e um 
outro sólido, de vértices MAFEDCNGV, o qual será 
visto como a diferença entre a pirâmide original e o 
tetraedro obtido, cujo volume será V. O volume da 
pirâmide hexagonal é dado por: 


33, _ ah 5 
2147 243: 


Agora, resta calcular o volume do tetraedro. Para tanto, considerar-se-á sua base 
como sendo o TM BMN, isósceles (BM = BN = a/2). A área de tal triângulo é 


igual a: Sgun e 1 BM. BNsent20º= 1. 222 3. а a 
A altura do iid O'G, pode ie calculada a partir da semelhanca entre os 
triângulos BO'G e BOV: O. Mas, ainda no triángulo BMN, BO' é 


altura relativa à base, MN, além de bissectar o ángulo interno B. Logo, no triángulo 
BO'N: cos 60”=BO'/BN => ВО’ = а/4. 
Por conseguinte, da equação (1): O'G = h/4, lembrando que OB = a. 


1443 h_any3 


Desta forma: v = Sm O'G=—. 


3 16 4 4163 
Finalmente, a БІЗІ entre os volumes dos poliedros obtidos é: 


a?ny3 


1=96-1 > Voos 
v 


13) (IME-12) Uma pirâmide regular triangular apresenta um volume V. Determine 
o raio da circunferência circunscrita a uma das faces laterais da pirámide em função 
de V, sabendo que o ângulo do vértice vale 30º. 

Solução: 
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Considere-se a pirámide em questáo como tempo 
por base o triángulo equilátero ABC, de lado a e de 
centro O, e altura OD, de medida h, perpendicular 


ao plano ABC. 
2 av3 ауз 
TRE 
mede 30º, tem-se que: 
С? = 2CD'(1- cos 30°) > BC = CD42-V3 > 
à e CD'-OD'*OC > 


Então, como OC = eo ângulo BÓC 


CD- 


45 


—.-h ¡Esas 5+348 
2- du ТШЕ 


Portanto, o volume pode ser obtido da seguinte uu 


Va PS as 12V 
ye ENS 
3 4 (з 


No triângulo BCD (сото em qualquer outra face lateral), aplicando а Lei dos 


Senos: —— = 2R, em que R é o raio pedido. 
s 


en30º 
Logo:a=R — R= 


14) (IME-15) Um tetraedro regular, com arestas de comprimento igual a d, é 
cortado por 2 planos paralelos entre si e a uma das bases, dividindo-o em 3 sólidos 
de volumes iguais. Determine a altura de cada um destes 3 sólidos em função de d. 


Solução: 
E 4/6 
Se Н é a altura do tetraedro original, sabe-se que Н = ТЕШ 


У 
bi [йз ^t > h 2н 66 
У 3 i 
2 


H 43 38 

hehy 73 2 ha DR. 4/26 n, RENO ade 
[s kaws AT 35 2 wh RB 
n, 262-046 


3 2823 
в=н-ф +) SE 4236 y, S5 32) 
3 


15) (IME-13) Considere um tetraedro regular ABCD e um plano л, oblíquo à base 

ABC. A arestas DA, DB e DC, desse tetraedro são seccionadas, por este plano, nos 

pontos E, F e G, respectivamente. O ponto T é a interseção da altura do tetraedro, 

correspondente ao vértice D, com o plano л. Determine o valor de DT sabendo que 
1 1 1 1 


—+—+—=— 
DE DF DG V6 


Solução: 


Sejam ED = a, DF =b e DB = c. 

Corte o tetraedro por um plano paralelo à 
base ABC e que passa pelo ponto T. À 
seção determina um tetraedro regular, onde 
T é o baricentro da base (que é um triángulo 
equilátero) deste tetraedro regular, 
considerando o ponto D como vértice. Neste 
novo tetraedro regular é imediato que o 
ponto T pertence a sua altura, fazendo com 
que a distáncia de T a cada uma das faces 
laterais DEF. DFG e DGE sejam iguais e 


DT TS 
valem fen (para concluir isso basta 


decompor este novo tetraedro em 3 tetraedros menores). 

Decompondo o tetraedro DEFG em 3 tetraedros menores TDEF, TDFG e TDEG, 
todos com vértice em T, tem-se que: 

Voero = Vrprr + Vrora + Ұтрға => 

1 absen60º DT 4 1 besen60º DT ү 1 асзепб0° DT _ 1 b.c.sen60° 

2 2 27. 2 3:153. 2 Gus 2 

DT(a.b + b.c + a.c) = 3.b.c.y. onde y é a distância do ponto E à face DFG. 

Para determinar y basta calcular a altura de um tetraedro regular de lado DE = a. 


+ қ а 
Assim, segue diretamente que y =—. 


Logo: DT(ab+bc+ac)=3bc 2 > 


3 
3: 
l ab+bc+ac 1/1 1 1 кен, 
= = >+>+—|= =— DT=6 
DT V6abe Fela b 1) 46/66 


Wis HERE GEH E E LG E EA LEGE EET EET E ELLE E E E E 1 


16) (ITA-15) Na construção de um tetraedro, dobra-se uma folha retangular de 
papel, com lados de 3 cm e 4 cm, ao longo de uma de suas diagonais, de modo que 
essas duas partes da folha formem um ángulo reto e constituam duas faces do 
tetraedro. Numa segunda etapa, de maneira adequada, completa-se com outro papel 
as faces restantes para formar o tetraedro. Obtenha as medidas das arestas do 
tetraedro. 


Solução: 


Seja ABCD a folha retangular de papel, 
cobrada ao longo da diagonal BD, com 
AD = BC = 3cm e AB = CD = 4ст. 
Claramente, pelo Teorema de Pitágoras, 
BD = Sem. Além disso, sendo AH 


altura no triângulo ABD, BH = Lom e 


DH om, aplicando relações métricas 
no citado triângulo, bem como AH 


12 š 
= cm! Analogamente, denominando 


AM TE А 9 
cm a altura relativa à hipotenusa no triángulo BCD, tem-se ВН” = UN o que 


implica BH — BH' = es = im = HH’, assim como СН” = Sem, Portanto, no 
triângulo retângulo CHH”. conclui-se que 
CH» cH? « gg? = 4449 _ 193 
251.25; :25 

Tendo em vista que os planos que contêm os triângulos ABD е BCD são 
perpendiculares, pode-se garantir que AH é perpendicular ao plano que passa por 
B, C e D. Logo, o triângulo ACH é retângulo em C. 
Novamente empregando o Teorema de Pitágoras a tal triângulo, segue-se que: 
193 337, _ 337 

vx em AC- em. 
251125; 
Finalmente, as medidas das arestas do tetraedro ABCD são АВ = CD = 4cm, BD = 


337 


5ст e AC -—— cm. 
8. 


AC = Ag + СН? = 14. 
25 
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e esia 


1) (Furg-05) Dado um sólido com formato de um cubo com aresta a, ondea é um 
número inteiro positivo, considere um vértice B e os pontos médios M, S e N de 
cada aresta adjacente a esse vértice. Esses 4 pontos definem um tetraedro que é 
retirado do cubo, conforme ilustra a figura abaixo. Sabendo que o volume de uma 
pirâmide é um terço da área da base pela altura, então a razão do volume do cubo 
original e o volume do tetraedro definido pelos vértices M, S, B e N é dada por 


D, D 
A s 
t zd 
A N M B 
M 
2 
а) 1. ТЕЗГЕ ГІСІ 


25 25 50 25” 


2) (Unesp-11) Há 4500 anos, о Imperador Quéops do Egito mandou construir uma 
pirâmide regular que seria usada como seu túmulo. As características e dimensões 
aproximadas dessa pirâmide hoje, são: 

1*-) Sua base é um quadrado com 220 metros de lado; 

2º-) Sua altura é de 140 metros. 

Suponha que, para construir parte da pirámide equivalente a 1,88 x 10! m", o 
número médio de operários utilizados como mão de obra gastava em média 60 dias. 
Dados que 2,2? x 1,4 = 6,78 e 2,26 + 1,88 = 1,2 e mantidas estas médias, o tempo 
necessário para a construção de toda pirâmide, medido em anos de 360 dias, foi de, 
aproximadamente, 
A) 20. B) 30. C) 40. D) 50. E) 60. 

3) (UFPE-12) Os vértices de um tetraedro sáo um dos vértices de um cubo de aresta 
30 cm e os três vértices ligados a ele por uma aresta do cubo, como ilustrado na 
figura abaixo. 


EMREISSIISSIISRIIREIS SETIERIRITIS LAE HE E LL FT TY CGLLL LLL LEGE EET IET TT 


— 


E 


Capitula Tt. Pirámide 
Se V é o volume do tetraedro, em cm”, assinale V/100. 


4) (FGV-12) Um cubo de aresta 12cm é seccionado duas vezes, formando trés 
prismas de bases triangulares, sendo dois deles congruentes, como mostra a figura 
1. Em seguida, o cubo é novamente seccionado, como indicam as linhas tracejadas 
na figura 2, de modo que os dois cortes feitos dividem o cubo original em três 
prismas de bases triangulares, sendo dois deles congruentes, como no primeiro 
caso. Ao final de todas as secções, o cubo foi dividido em nove peças. 


figura 2 


figura 1 


O volume da peça final que contém o vértice P, em cm”, é igual a 
A)144. В) 152. С) 288. р) 432. Е) 466. Ñ 

à 
5) (Insper-12) Em uma pirámide quadrangular regular, a área lateral é o dobro da 
área da base. Nesse caso, cada face lateral forma com o plano da base um ángulo 
que mede 
ais. —b)30. 45.  d)60.  e)75°. 
6) (UFPE-09) Os quatro vértices de um tetraedro regular são vértices de um cubo 
(conforme a ilustração a seguir). Qual fração do volume do cubo é ocupada pelo 


tetraedro? 
A)US — B)UA С) 3/5 D12 Виз 


7) (Fatec-04) Uma pirâmide regular, de 8 cm de altura, tem por base um quadrado 
cujos lados medem 12 cm. Ela é seccionada por um plano paralelo à base, que 
intercepta a altura no seu ponto médio. A área total do tronco de pirâmide obtido é, 
em centímetros quadrados, igual a 

а) 180 b)240 с)300 d)324 е) 360 


8) (UFPE-99) Um cubo com lados medindo 2 m é interceptado por um plano que 
corta 3 de suas arestas adjacentes à distância a em de um dos seus vértices (veja 
ilustração abaixo). Sabendo que o volume do tetraedro assim obtido é de 1/48 do 
volume do cubo, indique o inteiro mais próximo de a/2 


La 


9) (UFPE-00) Um cubo ABCDEFGH de aresta 6 é interceptado por um plano que 
passa pelos pontos médios das arestas AB, BC, CG, conforme a ilustração abaixo. 
Qual o inteiro mais próximo do volume da pirâmide que tem por base a interseção 
do cubo com o plano e por vértice, o ponto F? 


7717 


G 


EZ 


| 


10) (UFG-08) A figura abaixo representa uma torre, па forma de uma pirâmide 
regular de base quadrada, na qual foi construída uma plataforma, a 60 metros de 
altura, paralela à base. Se os lados da base e da plataforma medem, 
respectivamente. 18 e 10 metros, a altura da torre, em metros. é: 


ВНЕШНИЕ 


Capítulo 11, Pirâmide 


Plataforma „y 


А 


а) 75 b) 90 с) 120 d) 135 е) 145 


11) (UFJF-11) O vértice А de um cubo junto com os pontos médios 1, J, K, L Ме 
N de seis de suas arestas são os vértices de uma pirâmide, conforme se pode ver na 
figura abaixo: 


A medida da aresta desse cubo é 2cm. O volume dessa pirâmide é: 
a) lem? b)2cm? c)3em? d)4cm? е) 5ст?. 


12) (Fuvest-11) Na figura abaixo, o cubo de vértices A, B, C, D. E, F, G, H tem 
lado L. Os pontos M e N são pontos médios das arestas AB e BC, respectivamente. 


Calcule a área da superfície do tronco de pirâmide de vértices M. B. N, E, F, G. 
H G 


13) (Insper-11) Dois faraós do antigo Egito mandaram construir seus túmulos, 
ambos na forma de pirâmides quadrangulares regulares, num mesmo terreno plano, 
com os centros de suas bases distando 120m. As duas pirâmides têm o mesmo 
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volume, mas a área da base de uma delas é o dobro da área da base da outra. Se a 
pirâmide mais alta tem 100m de altura, então a distância entre Os vértices das duas 
pirâmides, em metros, é igual a 
a) 100. b) 120. c) 130. d) 150. e) 160. 
14) (Unicamp-96) Um tetraedro regular, cujas arestas medem 9 cm de 
comprimento, tem vértices nos pontos A, B, C e D. Um plano paralelo ao plano que 
contém a face BCD encontra as arestas AB, AC e AD, respectivamente, nos pontos 
К, SeT. 
a) Calcule a altura do tetraedro ABCD. 
b) Mostre que o sólido ARST também é um tetraedro regular. 
€) Se o plano que contém os pontos R, S e T dista 2 centímetros do plano da face 
BCD, calcule o comprimento das arestas do tetraedro ARST. 


15) (UFJF-11) Na figura a seguir, considere o 
cubo de aresta de medida 2 cm e faces adjacentes 
BCDE e DEFG . Nesse cubo, o ponto A localiza- 

se no centro da face oposta à face BCDE, Ne M F 
são pontos médios das arestas DE e GF 
respectivamente, e H pertence ao segmento MN . 


S D 
DAD A 


a) Calcule a medida da área do triángulo ABC . 

b) Sabendo que AH é a altura da pirámide HABC 
de base triangular ABC, determine o valor da 
medida do volume dessa pirámide. 


16) (UFJF-11) Uma pirámide reta de base quadrada tem aresta da base medindo 8 
cm. Em uma seção transversal paralela à base e distante 3 cm desta, inscreve-se um 
círculo de área igual a л cm”. Calcule o volume e a área total da pirámide. 


17) (Unicamp-02) O sólido da figura ao lado é um cubo cuja aresta mede 2cm. 

a) Calcule o volume da pirâmide ABCD |. 

b) Calcule a distáncia do vértice A ao plano que passa pelos pontos B, C e D}. 
D, с, 


А, 
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18) (UFPE-10) Na ilustragáo a seguir, á esquerda, uma pirámide regular invertida, 
com base quadrada de lado medindo 2 e altura 6. está preenchida por um líquido, 
até dois terços de sua altura. Se a pirâmide é colocada na posição ilustrada à direita, 


qual será então a altura h do líquido? Indique (h + 2/19) 


19) (UFPE-11) Uma pirámide hexagonal regular tem a medida da área da base 
igual á metade da área lateral. Se a altura da pirámide mede 6 cm, assinale o inteiro 
mais próximo do volume da pirámide, em ст. Dado: use a aproximação V3= 1,73. 


20) (Fuvest-12) Em um tetraedro regular de lado a, a distância entre os pontos 
médios de duas arestas não adjacentes é igual a 


2 
ауа/3 b)av2 92 „®? 7 


21) (UFRJ-09) Um sólido tem a forma de uma pirámide ABCD e está apoiado 
sobre uma mesa. A base da pirâmide é o triángulo equilátero ABC e as outras faces 
são triângulos isósceles congruentes. A altura OD mede 5cm e a aresta AD mede 
10cm. A pirâmide é girada em torno da aresta AB. O vértice D percorre um arco 
DD” tal que D’ fica situado sobre a mesa. 


C 


Determine o comprimento do arco DD”. 


22) (UEG-11) A figura abaixo mostra uma vista parcial do Museu do Louvre em 
Paris, em cuja entrada foi construída uma enorme pirâmide de vidro que funciona 
como acesso principal. A pirâmide do Louvre, um projeto do arquiteto sino- 
americano Ming Pei, foi inaugurada em 1988 e está situada na praça central do 
museu. Trata-se uma pirâmide regular, de base quadrada e com lados medindo 35 
m. 


“Paris- França || 42 112127 
De acordo com os dados apresentados acima, calcule a altura da pirámide. 


23) (UEM-12) Uma pirámide ABCDE possui base quadrada ABCD e o vértice E é 
equidistante dos demais vértices. Seja O a interseção das diagonais do quadrado 
ABCD, assinale o que for correto. 

01) Todas as faces triangulares dessa pirâmide são triângulos isósceles. 

02) Se o comprimento do segmento OE é igual ao comprimento do segmento OA, 
todas as arestas da pirâmide possuem o mesmo comprimento. 

04) Se o comprimento de OE é ais vezes o comprimento do lado do quadrado 


ABCD, a área da face triangular ABE é maior do que a área de ABCD. 
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08) Se dobrar-se a medida do lado do quadrado e reduzir-se pela metade a medida 
da altura relativa à base quadrada, o volume da pirámide permanecerá constante. 
16) Se o volume da pirámide, em centímetros cübicos, é numericamente igual à 
área do quadrado ABCD, em centímetros quadrados, a altura da pirámide é 3 cm. 


24) (UEL-10) O prisma triangular regular reto 
ABCDEF com aresta da base 10 cm e altura AD 
= 15 cm é cortado por um plano passando pelos 
vértices D, B e C, produzindo dois sólidos: uma 
pirámide triangular e uma pirámide quadrangular. 
Os volumes destas duas pirâmides são 


a) 125 em? e 250 cm” 
b) 12543 em? e 25043 ст? 
c) 1504/2 ст? e 2503 cm? 


d) 15043 ст? e 22545 ст? 
e) 250 cm! e 250 cm? 


25) (FGV-10) Uma pirâmide de base quadrada é seccionada por um plano paralelo 
à sua base, distante 2m dela. A área total da pirâmide menor, obtida pela secção, é 
igual à metade da área total da pirâmide original. 

a) Calcule a altura da pirâmide original. 

b) Calcule o volume do tronco de pirâmide obtido pela secção para o caso em que a 
aresta da base da pirâmide maior mede 3m. 


26) (Fuvest-04) No sólido S representado na 
figura ao lado, a base ABCD é um retângulo de 
lados AB=2L e AD = L: as faces ABEF e DCEF 
são trapézios; as faces ADF e BCE são triângulos 
equiláteros e o segmento EF tem comprimento L. 
Determinar, em função de L, o volume de S. 


27) (Insper-05) Considere uma pirâmide regular de vértice V e arestas laterais 
medindo 6cm, cuja base é um quadrado de diagonais AC e BD. Se a área lateral 
desta pirâmide totaliza Збст?, então um possível valor рага a medida do ángulo 
VÂB é 

a)45° b)60* с)75% 


d)90º е) 105° 


Capítulo TL Pirâmide 
28) (Insper-06) Um artista projetou um enfeite no formato de pirâmide regular, 
constituído de resina colorida até a metade da altura, e de resina transparente na 
outra metade, como mostra a figura. 


Шы EA 
Sabendo que foram gastos 672mL de resina colorida na confecção do enfeite, o 
volume de resina transparente necessário deverá ser de aproximadamente 

a)84mL  b)96mL c)168mL d)252mL  e)336mL. 


29) (Fuvest-05) A base ABCD da pirámide ABCDE é 
um retângulo de lados AB = 4 e BC = 3. As áreas dos 
triângulos ABE e CDE são, respectivamente, AJIO е 
2437 . Calcule o volume da pirámide. 


30) (Unifesp-13) Na figura, ABCDEFGH é um paralelepípedo reto-retângulo, e 
PQRE é um tetraedro regular de lado 6cm, conforme indica a figura. Sabe-se ainda 
ue: 
> e R pertencem, respectivamente, ás faces ABCD e EFGH; 
+ Q pertence à aresta EH; 
* T é baricentro do triângulo ERQ e pertence à diagonal EG da face EFGH; 
+ RF é um arco de circunferência de centro E. 
A D 
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a) Calcule a medida do arco RF, em centímetros. 
b) Calcule o volume do paralelepípedo ABCDEFGH, em em. 


31) (Fuvest-13) Os vértices de um tetraedro regular sáo também vértices de um 
cubo de aresta 2. A área de uma face desse tetraedro é 


22/55 4 o932 d)3v3 96 


32) (Fuvest-09) A figura representa uma pirámide ABCDE, cuja base é o retángulo 
ABCD. Sabe-se que 


E 
AB-CD- = ; 
AD=BC=AE=BE=CE=DE=1 
AP=DQ= 2 * 
Nessas condições, determine: 
a) A medida de BP. 
b) A área do trapézio BCQP. 


c) O volume da pirâmide BPQCE. 


33) (EsPCEx-95) Uma pirâmide tem por base um triângulo equilátero de lado a, e a 
razão entre sua aresta lateral e sua altura é k. Seu volume é: 

әгі өреді y E dy nas uut 

Ук +1 ak -1 8k? +1 12k! -1 бүк +1 


34) (EsPCEx-96) Seja um triedro com os ângulos das faces iguais а 60º. Toma-se 
um ponto A numa das arestas desse triedro situado a 12 cm do vértice V. Então, a 
distância, em cm, entre esse ponto A e a face oposta, vale: 


2365. 035 о4/6 834/6 o45 


35) (AFA-94) O volume de um tronco de pirámide regular é 109dm”; as bases são 
triângulos equiláteros de arestas, medindo 5dm e 7dm. A altura, em dm, é: 


32/5 935 «44/3 455 
36) (AFA-94) Num tetraedro regular, a razão entre a soma das distâncias de um 


ponto interno às quatro faces e a altura é: 
a)23 b)! c)43 4)32 
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44) (Escola Naval-99) Um tetraedro regular ABCD de aresta medindo 12 cm é 


37) (АҒА-94) O volume de um tronco de pirâmide regular quadrangular, de 23 m 
cortado por um plano que passa pelo vértice D e pelos pontos M e N situados 


284/23 
3 


de altura, é m. Sabendo-se que a aresta da base maior 4m, a medida, em 


respectivamente sobre as arestas AB e AC. Se AM-AN-lAB, o volume da 
m, da aresta da outra base é: a 
342 b)2 o9242 d) з pirámide AMND é, em ст?, igual a: 
а)64/2 b)l6/2 c)» d)24 e)48/2 


38) (AFA-98) Seja uma pirámide de base quadrada com arestas de mesma medida. 
O arc cos do ángulo entre as faces laterais que se interceptam numa aresta é 
a)-2/3 b)-13 c1/3 d)2/3 


45) (ITA-83) Consideremos uma pirâmide regular cuja base quadrada tem área que 
mede 64 cm”. Numa seção paralela à base que dista 30 mm desta, inscreve-se um 
círculo. Se a área deste círculo mede 47 em, então a altura desta pirâmide mede: 


39) (AFA-98) A área total da pirâmide regular de apótema As, onde A, e 2p são, a) Іст b)2 cm c)4cm d)6cm €) 60 cm 


respectivamente, apótema e perímetro de sua base, é 

p A, 46) (ITA-89) O lado da base maior de um tronco de pirámide hexagonal regular, 
a)p(A1+ A2) b) 20 ЖА) c)2p(Ar* A2) d) (Ai 227) com bases paralelas, mede L ст. A altura do tronco é igual à metade do apótema 
desta mesma base. As faces laterais formam um ângulo de 30 graus com a base. 
Calcule o apótema (а), o lado (/), ambos da base menor, a altura(/) da face lateral e 


40) (AFA-99) O apótema de uma pirâmide regular, com base hexagonal, é 945 a área total (S) do tronco, todos em função de L. 


em. Se a sua área lateral é o triplo da área de sua base, então, o seu volume, em 
em”, é 


цаа y 465 c) 8IV3 d) 3244/2. 


47) (ITA-90) Seja V o vértice de uma pirâmide com base triangular ABC. O 
segmento AV, de comprimento unitário, é perpendicular à base. Os ângulos das 
faces laterais, no vértice V, são todos de 45 graus. Deste modo, o volume da 
pirâmide será igual a: 


a 22-2 ОТАНҒА 912-52 ШАҒЫН e) nda. 


41) (AFA-00) A distáncia entre as arestas reversas em um tetraedro regular de 
aresta a e apótema g é 


P 7 
a аказы 
) b) 48) (ITA-91) As arestas da base de uma pirâmide triangular regular medem / cm e 
©) 4g -4a* d yg -4a? ! as faces laterais são triângulos retângulos. O volume desta pirâmide é: 
2 1 a) Be ст b) n Cem o is cem d) o cm? enda. 


42) (AFA-03) Seja P uma pirâmide cujo vértice é o centro de uma das faces de um 


cubo de aresta a e cuja base é a face oposta. Então, a área lateral dessa pirâmide é 49) (ITA-93) A área lateral de uma pirâmide quadrangular regular de altura 4 m e 
igual a de área da base 64 m? vale: 

2 2 2 2 2 
a) as b) 20:43 EI a Es а) 128 m b) 6442 т с) 135 т d) 6042 m е) 32042 + 1) m 


50) (ITA-94) Um tetraedro regular tem área total igual a 645. ст. Então sua altura, 
43) (Escola Naval-97) A área total de uma pirâmide triangular regular é 364/3 cm? e [ em cm, é igual a: 


o raio do círculo inscrito na base mede 2cm. A altura da pirâmide é, em cm: 


32 уз 9242. өз? e) 243 
а)3/12 b)2V15 с)4/3 d)4 e) 245 


à E à 


ІІІ ІНІНЕН EE LEE EHE ETE ттттттттининннннаны ra tie si soros 


51) (ITA-94) Um tronco de pirâmide regular tem como bases triângulos 
equiláteros, cujos lados medem, respectivamente, 2 cm e 4 cm. Se a aresta lateral 
do tronco mede 3 cm, então o valor de sua altura h, em cm, é tal que: 

а) 7 <һ<%/8 b)V/6<h<V7 | 9243 «h«345 

ф1<һ</2 9242 «h«342 


52) (ITA-95) Dada uma pirámide triangular, sabe-se que sua altura mede 3a em, 
onde a é a medida da aresta de sua base. Então, a área total desta pirámide, em cm, 


vale: 
2 2 2 2 3 09 
"E E "E id Д i ya SAAD ә uad ) 


53) (IME-14) Seja SABCD uma pirámide, cuja base é um quadrilátero convexo 
ABCD. A aresta SD é a altura da pirâmide. Sabe-se que AB = BC =45, AD = DC 
=/2,AC=2e SA + SB = 7. O volume da pirâmide é: 


245 ЫП суп ФИЗ o47 


54) (ITA-96) A aresta de um cubo mede x cm. A razão entre o volume e a área total 
do poliedro cujos vértices são centros das faces do cubo será: 


3 
КЕ b Érem à Frem Drem e) > 


55) (ITA-97) Dentro de um tronco de pirámide quadrangular regular, considera-se 
uma pirámide regular cuja base é a base maior do tronco e cujo vértice é o centro da 
base menor do tronco. As arestas das bases medem a cm e 2a cm. As áreas laterais 
do tronco e da pirámide sào iguais. A altura (em cm) do tronco mede: 


kI os COMO ei 


56) (ITA-98) Uma pirámide regular tem por base um quadrado de lado 2 cm. Sabe- 
se que as faces formam com a base ângulos de 45º. Então, a razão entre a área da 
base e a área lateral é igual a: 


a) V2 


БЕЛ ә PSH 


1 
93 3 


57) (ITA-99) Um triedro tri-retángulo é cortado por um plano que intercepta as trés 
arestas, formando um triángulo com lados medindo 8m, 10m, e 12m. O volume, em 
m, do sólido formado é: 


а)15/6 b)5V30 с)6.5 d)30N6 е)45./6 


| 


58) (ITA-01) A razão entre a área da base de uma pirâmide regular de base 
quadrada e a área de uma das faces é 2. Sabendo que o volume da pirâmide é de 12 
m, temos que a altura da pirâmide mede (em metros): 

a)l b)2 o3 d)4 es 


59) (ITA-02) Seja uma pirámide regular de base hexagonal e altura 10 m. A que 
distância do vértice devemos cortá-la por um plano paralelo à base de forma que o 


volume da pirámide obtida seja i do volume da pirámide original? 


a)2m b) 4m c)5m d)6m e) 8m 

60) (IME-67) O volume de um tronco de pirâmide vale 950 cm? e sua altura é de 9 
em. A base maior é um triângulo retângulo cuja altura é 12 cm e cujo perímetro é 
60 cm. Calcular: 

a) O volume da pirâmide da qual se derivou o tronco; 


b) A área da base menor do tronco de pirâmide. 


61) (IME-68) Corta-se um cubo de aresta a por 8 planos que passam, cada um, pelo 
meios das arestas que chegam a cada vértice. Considera-se o sólido S que resta, se 
retirados os 8 tetraedros obtidos a cada vértice. No mesmo sólido S, inscreve-se um 
octaedro P que tem por vértices os centros das faces do cubo original. Calcular a 
relação entre os volumes dos sólidos S e P. 


62) (IME-70) Um plano corta um triedro de vértice V e ângulo de faces igual a 60º, 
resultando um sólido de arestas de comprimento VA = 2 m, VB=5 me УС = 
m. Calcule o comprimento deste sólido. 


63) (IME-73) Uma pirâmide tem por base uma das faces de um cubo de aresta a e o 
seu vértice S está sobre uma das diagonais deste cubo. Calcular o volume da 
pirâmide, sabendo que a soma dos quadrados das arestas concorrentes em S é igual 
ada. 


64) (IME-89) Seja ABC um triángulo retângulo isósceles, com AB = AC = a. 
Sejam BB” e CC” dois segmentos de comprimento a, perpendiculares ao plano 
ABC e situados no mesmo semi-espaço, em relação a este plano. a) Calcule a área 
total da pirámide de vértice A e base BCC'B'; b) Calcule o volume desta pirámide; 
c) Mostre que os pontos A, В, С, С” e В” pertencem a uma esfera; d) Determine о 
centro e o raio da esfera. 


65) (IME-90) Seja um segmento fixo AO de comprimento a e uma semi-reta 
variável Ox tal que АОх = a, o ángulo agudo, pertencentes a um plano fixo т. Seja 


AN, 


Шан 


a perpendicular ao plano x em A e seja В pertencente a esta perpendicular tal que 
AB = a. Seja C o pé da perpendicular traçada de B sobre Ox. Pedidos: 

a) Qual a propriedade comum a todas as faces do tetraedro OABC? 

b) Calcule o comprimento das seis aresta de OA BC em função de a e о. 

c) Calcule o volume y do tetraedro em função de ae о. 


3 
d) Determine a de modo que v = 2.03 (existem dois valores). 


e) Determine o volume comum aos dois sólidos encontros no item anterior. 


66) (IME-94) Na exploragáo de uma mina foi feito o D 
corte indicado na figura abaixo. Para calcular o volume 

do minério extraído do corte, foram medidos: CD = 
1043 dm, CD é perpendicular ao plano ABC, 


ADC = ADB= 60° e BDC = 30° 


A c 


Calcule esse volume. 


67) (IME-10) A área da superficie lateral de uma pirámide quadrangular regular 
SABCD é duas vezes maior do que a área de sua base ABCD. Nas faces SAD e 
SDC traçam-se as medianas AQ e DP. Calcule o ángulo entre estas medianas. 


68) (IME-81) Dada um pirámide hexagonal regular de vértice V e base ABCDEF, 
de lado da base igual a b e altura igual a 3b/2, traça-se o plano perpendicular à 
aresta VB no ponto M, tal que este plano contenha os vértices A e C. Determine, 
para a pirámide de vértice M e base ABC assim formada: 

a) O comprimento da aresta AM. 

b) O volume. 


69) (IME Militares-02) Dada uma pirâmide reta de base hexagonal regular, 
fazemos passar pelo centro de sua base um plano a paralelo a uma face lateral. 
Ache a razão entre a área da seção obtida e da face lateral. 


70) (IME Militares-03) Determine a área total de uma pirâmide triangular regular 
com aresta da base medindo 5 cm e altura iguala 15 cm. 


71) (IME Militares-05) Um cubo de aresta b é colocado sobre um quadrado de lado 
a de forma que o centro da face inferior do cubo coincide com o centro do quadrado 
e os lados da face inferior do cubo são paralelos aos lados do quadrado. Une-se 
cada vértice da face superior do cubo ao vértice mais próximo do quadrado, 
conforme a figura. Sabendo que b < a , determine o volume do sólido obtido. 
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D 


Visto em perspectiva. Vista superior 


72) (IME Militares-08) Seja ABCD um tetraedro regular, e O um ponto pertencente 
ao segmento AA”, onde A” é a projeção de A no plano BCD. Calcule a distância 
AO para que o tetraedro OBCD seja trirretângulo. 

73) (IME-71) Um cubo de aresta a é seccionado por um plano que contém a 
diagonal de uma das faces e passa pelo ponto médio de uma aresta da face oposta. 
Calcule o volume do menor dos sólidos resultantes. 


74) (ITA-15) Na construção de um tetraedro, dobra-se uma folha retangular de 
papel, com lados de 3 cm e 4 cm. ao longo de uma de suas diagonais, de modo que 
essas duas partes da folha formem um ângulo reto e constituam duas faces do 
tetraedro. Numa segunda etapa, de maneira adequada, completa-se com outro papel 
as faces restantes para formar o tetraedro. Obtenha as medidas das arestas do 
tetraedro. 


75) (IME-46) Um tetraedro, cujos lados da base medem 6, 10, e 8 metros, tem 
arestas laterais com comprimento de 13 metros cada uma. Calcular a altura desse 
poliedro em relação à base considerada. 


76) (IME-54) Demonstrar que em um tetraedro triretângulo OABC, de arestas OB, 
OC e OA, iguais a £, a soma das distâncias de um ponto qualquer M, situado na 
face ABC, às outras três faces, é constante. Expresse esta soma em função do 
comprimento ( das arestas. 


с 


тттиттттнтнея ы ne " 


Capítulo 7). Pirâmide 
Exercícios 
de Olimpia 


77) (OBM-02) Considere uma pirâmide VABCD de base quadrada. Seja P o centro 
da base ABCD e X, Y, Z e W pontos sobre as faces laterais tais que PXYWZ é uma 
pirâmide semelhante a VABCD, com as diagonais da base XZ e YW paralelos a BC e 
CD, respectivamente. 


A razão de semelhança entre as duas pirâmides é 


A)(V241 B)13 C)12 D)I:V2 E) 1:(2/243) 


78) (OBM-81) Os centros das faces de um cubo são os vértices de um poliedro 

regular de volume У). Cada vértice deste cubo pertence a um plano perpendicular à 

diagonal que liga este vértice ao oposto. Os planos assim definidos delimitam um 
1 


poliedro regular de volume V», circunscrito ao cubo. Prove que i ue 


79) (OBM Nível Univ-03) Seja X c &' o poliedro convexo cujos vértices são 
todos os pontos (x, y, z) e Z? com x^ + y? +2? = 2. Calcule o volume de X. 


80) (Olimpíada da Unicamp) Uma pirámide triangular tem como base um triángulo 
de lados 13, 14 e 15 centímetros, e as demais arestas da pirâmide são congruentes. 
Determine o volume da pirámide em função do comprimento L dessas arestas 
congruentes. 


81) (Olimpíada do Ceará-87) Duas pirâmides regulares, uma quadrangular e outra 
hexagonal, têm bases inscritas numa mesma circunferência de raio R e volumes 
iguais. Determine a relação entre as alturas das duas pirâmides. 


82) (Olimpíada Paulista-03) Mostre que, dentre todas as pirâmides cuja base é um 
quadrado ABCD de lado 6 e cuja altura é 4, a que tem menor área lateral é a 


pirâmide regular. 


Cilindro 


12.1. DEFINIÇÃO: Sejam a e f dois planos 
paralelos distintos, uma reta s secante a esses 
planos e uma circunferência C de centro O 
contido em a. Considere todos os segmentos 
de reta, paralelos a s, de modo que cada um 
deles possua um extremo pertencente à 
circunferência C е о ошо extremo 
pertencente a B. 

A união de todos esses segmentos de 
reta é um sólido denominado de cilindro 
circular limitado de bases C e C' ou 
simplesmente cilindro circular. 


Cilindro circular reto é todo cilindro circular cujas geratrizes são 
perpendiculares aos planos das bases. 


Cilindro de revolução é o sólido obtido da rotação de um retângulo ao redor 
de um dos seus lados. 


base 


[ze 
à 


12.3. CILINDRO EQUILÁTERO 
Um cilindro é denominado de equilátero se a sua secção meridiana é um 
quadrado, ou seja, a altura é igual ao diámetro da base: h = 2R 


Secção 
meridiana 
do cilindro 


12.4. ÁREAS DE UM CILINDRO 

A planificação de um cilindro reto de raio de base R e altura h determina um 
retângulo de dimensões h e 2xR (perímetro da base do cilindro) e dois círculos de 
raio R. 


Área da base 


Área lateral 


Desta forma, pode-se concluir que: І 


Abase = nR? (uma das bases, se for contar as duas o valor é 2xR?) 
Ауе = 27Rh 
Aaa 7 2.Abase + Аша: => Aromi = 218(Е + h) 


маманнан 


12.5. VOLUME DE UM CILINDRO 

A demonstração do valor do volume de um cilindro será realizado lançando 
mão do Princípio de Cavalieri. Considere um prisma de altura h e base de área A e 
um cilindro também de altura h e base de mesma área A, ambos possuindo suas 
bases pertencentes ao mesmo plano. Apesar da figura abaixo induzir o leitor a 
pensar que os dois sólidos são retos, esta condição não é obrigatória. Tanto o 
prisma e o cilindro podem ser oblíquos. 


Pelas definições de prisma e cilindro tem-se que qualquer plano paralelo ao 
plano de suas bases intersecta os dois sólidos determinando figuras congruentes às 
de suas bases, como ilustrado na figura. Assim, pelo princípio de Cavalieri, tem-se 
que os volumes do prisma e do cilindro são iguais: 


Мамо = Asseh => Маш = Rh 
Como foi observado durante a demonstração, esta fórmula também é válida 


para cilindros não retos (oblíquos). Neste caso, a altura do cilindro será considerada 
como a distância entre os planos que contém as bases dos cilindros. 


Volume do 
cilindro não reto 
(oblíquo) 


h V= Аһ > 
V=1R'h 


ION eterna 


12.6. TRONCO DE CILINDRO 

Um tronco de cilindro é obtido fazendo um corte em um cilindro por meio de 
Plano não paralelo às bases do cilindro. Na verdade, o resultado deste corte são dois 
troncos de cilindro, cada um pertencente a um semi espaço definido pelo plano 
secante. Na segunda figura está considerado apenas o tronco de cilindro localizado 
abaixo do plano secante ao cilindro. 


(ES 
Os | 

As, 
O tronco de cilindro fica determinado pelo raio r da base e pelas alturas 


máximas һу e mínima h> da seção inclinada em relação ao plano da base do 
cilindro, Pode-se demonstrar que a seção inclinada é uma elipse. 


L3 


12.6.1. Áreas de um Tronco de Cilindro 


B 


Cortando o tronco de cilindro por um segmento de reta que passa pelo ponto 
mais alto do superficie inclinada e é perpendicular à base, a planificação do tronco 
é formada pela união de um pentágono (formado pela junção de dois trapézios 
retângulos), uma circunferência e uma elipse. O comprimento do eixo menor BD da 
superfície inclinada elíptica é igual ao diâmetro da base: BD=2r. O comprimento 
do eixo maior pode ser calculado pelo Teorema de Pitágoras: 


AC -BD'«(h-h)! => АС- ar +h h) 


estt rt oro t E EHE HE EE HE EH HEFTE EL E | 
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i h; +h)) 2nr 

Área Lateral: A, - 2A, EXCEL] L 3 DI > Аг = лш +h) 
Área da Base: Ap = лт? 

á A ACBD 

Area da Superfície Inclinada: А а, = T 2172 Fes 2 


Área Total do Tronco de Cilindro: Ат = Ai + Ay + Аала => 
| h, - h;) 
Ar zr +r+.|r2 ШЕЛІ 


12.6.2. Volume do Tronco de Cilindro 


Na figura ao lado, um plano а, paralelo à base 
do cilindro, foi traçado de modo que esteja à mesma 
-my2 distância dos pontos B e D, respectivamente os 

pontos mais distantes e mais próximos da base do 
cilindro. Como a diferença de cotas entre B e D vale 
[3 hi — ho, tem-se que as distâncias de B e D ao plano о. 


"v h,-h, 
são iguais e valem 2H 


dy -hy2 


j Perceba que a parte do sólido acima do plano о. 
é congruente à região do espaço compreendida entre o plano аса elipse 
determinada pela seção no cilindro. Deste modo, o volume do sólido é igual ao de 
hj-h; _ h, +h. 

um cilindro de altura H = h, +22 HOT 

Logo, o volume do tronco de cilindro vale: 
h, +h) 

2 


2 ei 
Vironco deciintrs “ГН => Уаде cilindro = r 
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Exercícios Zesolvidos 


1) (ENEM-13) Num parque aquático existe uma piscina infantil na forma de um 
cilindro circular reto, de 1 m de profundidade e volume igual a 12 m°, cuja base tem 
raio R e centro O. Deseja-se construir uma ilha de lazer seca no interior dessa 
piscina, também na forma de um cilindro circular reto, cuja base estará no fundo da 
piscina e com centro da base coincidindo com o centro do fundo da piscina, 
conforme a figura. O raio da ilha de lazer será r. Deseja-se que após a construção 
dessa ilha, o espaço destinado à água na piscina tenha um volume de, no mínimo, 
4m. 


Considere 3 como valor aproximado para л. 

Para satisfazer as condições dadas, o raio máximo da ilha de lazer r, em metros, 
estará mais próximo de 

A) 1,6. В) 1,7. С) 2,0. D) 3.0. Е) 3,8. 
Solução: Alternativa А 

Como o volume inicial de água é 12 m°: 

V-aR'h > 12-3R.] > R=4 > R=2m 

O volume final de água é dado pela subtração entre os volumes do cilindro maior, 
de raio R, e do cilindro menor, de raio r: 


Уг л(®?-гһ > 434-27) > 4«(12-39)1 > sE = г<1,63т 


Dentre as alternativas apresentadas o valor mais próximo é r = 1,6 m 


2) (ENEM-10) Um fabricante de creme de leite comercializa seu produto em 
embalagens cilíndricas de diâmetro da base medindo 4 cm e altura 13,5 cm. O 
rótulo de cada uma custa R$ 0,60. Esse fabricante comercializará o referido produto 
em embalagens ainda cilíndricas de mesma capacidade, mas com a medida do 
diâmetro da base igual à da altura. 

Levando-se em consideração exclusivamente o gasto com o rótulo, o valor que o 
fabricante deverá pagar por esse rótulo é de 


ҮТҮ 
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a) R$ 0,20, pois haverá uma redução de i na superfície da embalagem coberta pelo 
rótulo. 
b) R$ 0,40, pois haverá uma redução de i na superficie da embalagem coberta pelo 


rótulo. 
c) R$ 0,60, pois não haverá alteração na capacidade da embalagem. 


d) R$ 0,80, pois haverá um aumento de i na superficie da embalagem coberta pelo 
rótulo. 
e) R$ 1,00, pois haverá um aumento de Ë na superficie da embalagem coberta pelo 


rótulo. 

Solução: Alternativa B 

Como a nova embalagem possui o diámetro da base igual à altura: 2r; = h; 
Como os volumes são iguais: 

лг?һ = дт => (2(13,5) = г. 2; > 27 > 1r,=30m = h-6cm 
A área lateral da embalagem original é S, = 2лгһ = 21.2.13,5 = 54n cm? 

A área lateral da nova embalagem é S; = 2zr;h> = 21.3.6 = 367 cm” 


2 
Como 2.2 entào o gasto com a nova embalagem é 2/3 do valor da 
Л т 


embalagem inicial, ou seja, sofreu uma redução de 1/3 de seu valor. Assim, o valor 
de cada embalagem nova vale: 


2. =2(R$0,60) = R$0.40 


x, =2x, == 
to 3 
3) (UEL-98) Certa pega de um motor é feita de ago macigo e tem a forma de trés 
cilindros retos, de alturas iguais, um sobre o outro. Se a pega for seccionada por um 
plano contendo os centros das bases dos cilindros, tem-se a situação abaixo 
ilustrada: 


30cm 
altura total 
а=9ст 
2а 
ен b= 3 
2b 
с=з 
ecese, 


O volume dessa peça, em centímetros cúbicos, é 
а) 1.5807 Ь)1.330л с)1.170л 4) 970л е)190л 
Solução: Alternativa В 
Inicialmente é necessário determinar o raio de cada cilindro: 
2а 29 2b 26 
-—-—--6cmec-—-——- 
3 <! 3 3 
O volume total é a soma dos volumes dos três cilindros. 
V = nah, + ль + лс?һ; = (9) (10) + m(6) (10) + z(4)' (10) = 
= 8107 + 3607 + 160r = 13307 cm” 


4) (Escola Naval-11) Três cilindros circulares retos e iguais têm raio da base R, são 
tangentes entre si dois a dois e estão apoiados verticalmente em um plano. Se os 
cilindros têm altura H, então o volume do sólido compreendido entre cilindros vale 


a pita b EJ d 3 Беа 
2 A 2 М 
à R 222 т) 9 R Hos т) 


Solução: Alternativa E 
A figura ao lado representa um corte feito 
paralelamente às bases dos cilindro. O volume do sólido 
compreendido entre os 3 cilindros é igual ao produto da 
área hachurada pela altura dos cilindros. O triângulo 


y VN definido pelos centros dos cilindros possui área igual a 
2R) 2 
5-03 NN 
Cada um dos setores circulares tem área igual a 
s,=ZR? 
CEPS Eb: 
Assim, a região hachurada possui área igual a: 
s=8,-38, OS 20/3-тк: 
E 2 2 
R'HQN8 - m) 
2 


Logo, o volume do sólido vale v=sH= 


5) (Escola Naval-15) Sabendo-se que um cilindro de revolução de raio igual a 20 
cm, quando cortado por um plano paralelo ao eixo de revolução, a uma distância de 
12 cm desse eixo, apresenta secção retangular com área igual à área da base do 
cilindro. O volume desse cilindro, em centímetros cübicos é 

а) 60007” b) 50007? с) 40007? 4а) 30007 е) 200077 


ТИНИНИН) 
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Solução: Alternativa B 


H Suponhamos que a secção retangular tenha base igual a 
Kan eiui nes 2a e altura h. Traçando o diâmetro da base do cilindro 
que é perpendicular à secção retangular, determina-se um 
triângulo retângulo indicado na figura. Aplicando o 
teorema de Pitágoras: 
20=12? +a => а=16ст => baseda secção = 32 
Assim: Secção = быс = 2аһ- л? > 


Cp. 32h-7400 => h=12,57em 


1 Logo: V= тг?һ = л.400.12,5л = 50007” ст? 

6) (Unicamp-93) Um cilindro circular reto é cortado por um plano não paralelo à 
sua base, resultando no sólido ilustrado na figura a seguir. Calcule o volume desse 
sólido em termos do raio da base r, da altura máxima AB = a e da altura mínima 
CD - b. Justifique seu raciocínio. 


Sud 


b 
^ i" 
Solução: 
Sabe-se que o volume do tronco de cilindro é igual ao volume de um cilindro de 
mesmo raio de base e altura (a + b)/2: V = пг? am 


7) (ITA-04) Considere um cilindro circular reto, de volume igual a 3607 em?, e 
uma pirámide regular cuja base hexagonal está inscrita na base do cilindro. 
Sabendo que a altura da pirámide é o dobro da altura do cilindro e que a área da 
base da pirámide é de 54/3 em, entáo, a área lateral da pirámide mede, em emè. 

a) 18/427 b) 274427 c) 36/427 d) 1084427 е) 45/427 
Solução: Alternativa A 

Seja / a aresta da base da pirámide. Como esta base é um hexágono, então ( é igual 
ao raio R da circunferência que é base do cilindro: 


ез 


Sia =6 э 15 EL > (=6cm 


Va =TR ha > 3607=367ha > hi=10cm > hy, = 20 cm 


Se g é o valor da altura de cada face lateral da pirâmide: 


6 
в-а, 2445 sa) = g=400+27=427em 
fh A42 
Assim: А, =6—E = AE = A, =18/427 cm? 


8) (ITA-00) Um cilindro circular reto é seccionado por um plano paralelo ao seu 
eixo. A secção fica a Sem do eixo e separa na base um arco de 120º. Sendo de 


30V3em? a área da secção plana regular, então o volume da parte menor do 
cilindro seccionado mede, em cm”: 

(A) 30л-10,3 (В) 301-2045 (С) 207-1043 

(D) 50x -254/5. (E) 10017543 

Solução: Alternativa E 


Dx=5V3 > 8=303=2xh > 
15/3 =5/3h > h=3cm 

П)5т-2лЕ/6-х.5 = 2л(10)/6—25/3 = 
Sr = 1007/3 -2545 

HD V=Srh > Sr= 1002 7545 


9) (ITA-13) No sistema хОу os pontos А = (2. 0), B = (2, 5) e C = (0, 1) são vértices 
de um triângulo inscrito na base de um cilindro circular reto de altura 8. Para este 
cilindro, a razão volume/área total da superficie, em unidade de comprimento, é 


igual a 
100 10 100 5 
кулоо 10 Тор 5 
з) ) 105. от Б АТС ИП 


Vo SH __ лкН | ЕН 
S, 28,%5, 27R?+27RH 2R+2H 
Por Pitágoras, os lados de ABC são 45, 5e 255. 


Portanto: S = EE 
4R 


MUMEHHH LULA LUE EE EH EL ааттаа NACIDA LLL LL ELLE ETE 
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10) (UFPE-04) O sólido ilustrado na figura abaixo foi obtido perfurando-se um 
cubo de aresta 4 com uma broca circular de raio 1, cujo o eixo passou pelos pontos 
médios de duas faces adjacentes do cubo. Indique o inteiro mais próximo do 
volume do cubo perfurado. (Dados: use as aproximações л = 3,14 e 2 21,41). 


O sólido retirado é a união de dois troncos de 
cilindro. Logo, o volume do sólido obtido é a 
subtração entre o volume do cubo e dos dois 
troncos de cilindro. 

Sejam h; e h; a ima e a máxima distância entre 
as bases (que são elipses!), respectivamente. Seja x 
o comprimento do segmento de reta que liga os 
pontos médios das faces perfuradas do cubo. Como 
a inclinação deste segmento em relação às faces é 


45º, segue que x = 242. 


Por semelhança tem-se —— —- hus 2 2-х-2/2 


Deste modo: 
V = Vano 7 Vironco de шаю => Vaa -ar (th) e cum > 
V=64-8,85=55,15 


Exercícios 


de il 


1) (UFAL-08) Um paralelepípedo retângulo tem dimensões da base 6cm e 8cm, e 
altura 10cm. Uma cavidade, na forma de um cilindro reto com raio da base 
medindo Іст, atravessa o paralelepípedo da base inferior até a superior. 


Qual a área total (dentro e fora) do sólido resultante, em cm?? 
А) 376+ 181. В)376%16л С) 296+ 181. р) 296 + 22л E)296+20x 


2) (Опеѕр-09) А base metálica de um dos tanques de armazenamento de látex de 
uma fábrica de preservativos cedeu, provocando um acidente ambiental. Nesse 
acidente, vazaram 12 mil litros de látex. Considerando a aproximação x = 3, e que 
1000 litros correspondem a 1m), se zássemos vasilhames na forma de um 
cilindro circular reto com 0,4m de raio e 1m de altura, a quantidade de látex 
derramado daria para encher exatamente quantos vasilhames? 

A) 12. B) 20. С) 22. D) 25. E) 30. 


3) (UEPB-11) A capacidade de um cilindro obtido através da rotação em torno do 
lado menor de um retángulo de dimensóes 3 cm e 4 cm é: 
a) 3,61 ml b) 367 ml с) 0,0367 ml d) 4,81 ml e) 481 ml 


4) (UCS-11) Uma lata sem tampa, de 20 cm de altura, cujo volume é 2000x ст?, 
tem a forma de um cilindro circular reto. Quantos em? de metal serão necessários 
para confeccionar a lata? 

а) 1007 b) 3007 c) 4201 d) 5007 e) 6007 


5) (UCS-12) A água colhida por um pluviómetro cilíndrico de 40 cm de diámetro, 
durante uma chuva torrencial, é depois colocada em um recipiente também 


тттіт 
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cilíndrico, cuja circunferência da base mede 247 cm. Qual é a altura que а água 
havia alcançado no pluviômetro, se no recipiente ela alcançou 200 mm de altura? 
a)l2cm b)l2cm c)3,6cm d)7,2cm e)72cm 


6) (Ucpel-11) Um tanque metálico tem a forma de um cilindro circular reto e 
contém água até os de sua altura. Sabe-se que a altura é o dobro do raio da base e 
esse mede 2m. Então, o volume de água no tanque é 

a)ónm? b)l2zm` c)lOnm? Ф) 8л m e) 9x m° 


7) (UEMG-09) As medalhas, com 70 milímetros de diâmetro e 6 milímetros de 
espessura, incluirão em seu desenho os cinco anéis olímpicos, o logotipo e o 
emblema dos jogos de Pequim 2008, e terão nas fitas que as prendem um desenho 
de nuvens e dragões (...) К 

Último Segundo 
Sabendo-se que a medalha olímpica é feita de metais, entre eles o cobre chileno, de 
base circular e com as dimensões citadas no texto acima, o volume de metais de 
cada medalha CORRESPONDE a 
A)6,89xcm'. В)7,00л сп). С) 7.35лст. 0) 8,02m cnò. 


8) (UCS-10) Uma embalagem em forma de prisma regular de base quadrada e 
altura h, será substituída por uma embalagem em forma de cilindro circular reto e 
altura h.. Sendo о raio da base da embalagem cilíndrica igual à medida do lado da 
base da embalagem em forma de prisma, qual deverá ser a relação entre as alturas 
h, € h, para que as duas embalagens tenham o mesmo volume? 

a)ha=h. b)h;-h, c)h,- zh, d)h,—zh, e)h2=h 


9) (UEPB-11) A área lateral de um cilindro equilátero cuja secção meridiana é igual 
a 81 cm" mede: P 
a) 3a cm? b) 81x cm? с) 9л cm? d) 271 cm? е)81 cm” 


10) (UFPB-11) A capacidade de um cilindro obtido através da rotação em torno do 
lado menor de um retângulo de dimensões 3 cm e 4 cm é: 
а) 3.61 ml b) 361 ml с) 0,0361 ml 9) 4,81 ml e) 487 ml 


11) (UFAM-08) Maria ganhou um vidro de perfume no formato de um cilindro de 

5 em de raio da base e 10 cm de altura. Depois de um mês usando o perfume restou 

0,251 no vidro. Então a fração que representa o volume que Maria já usou é: 

a) x-1 bz 9 Ed ә 2л o z-1 
z z-1 л-1 5л 


12) (FGV-12) Uma bobina cilíndrica de papel possui raio interno igual а 4ст e raio 
externo igual a 8 cm. A espessura do papel é 0,2 mm. 


"мннннНнтнененнцненнтниннннннене нен але 


Adotando nos cálculos x = 3, o papel da bobina, quando completamente 
desenrolado, corresponde a um retângulo cuja maior dimensão, em metros, é 
aproximadamente igual a 

A)20. B)30. C) 50. D) 70. E) 90. 


13) (FGV-11) Após t horas do início de um vazamento de óleo de um barco em um 
oceano, constatou-se ao redor da embarcação a formação de uma mancha com a 
forma de um círculo cujo raio r varia com o tempo t mediante a função r(t) 


0 05 
—=t ” metros. А espessura da mancha ao longo do círculo é de 0,5 centímetro 


Desprezando a área ocupada pelo barco na mancha circular, podemos afirmar que o 
volume de óleo que 

vazou entre os instantes t = 4 horas e t = 9 horas foi de: 

A) 12,5 m° В) 15 m° С) 17,5 т? D) 20 m° Е) 22,5 m° 


14) (FGV-10) Uma lata de tinta está cheia em 5/6 de sua capacidade. Dentro da lata 
caiu um pincel de 45cm de comprimento. É certo que o pincel ficará 
completamente submerso na tinta? Por quê? 


15) (UFG-12) Observe a charge a seguir. 


ogia 
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Disponível em: <http://veronicauerj.blogspot.com.br>. Acesso em: 28 mar. 2012. [Adaptada] 
Considerando-se que as toras de madeira no caminhão são cilindros circulares retos 
e idênticos, com 10 m de comprimento e que a altura da carga é de 2,7 m acima do 
nível da carroceria do caminhão, então a carga do caminhão corresponde a um 
volume de madeira, em metros cúbicos de, aproximadamente, 


(A) 17,2 (B) 27,3 TEA 
(374 (D) 46.5 cesi ЗДІ HSA 
(E) 54,6 


16) (UFMG-12) João comprou um balde em forma de um cilindro circular reto, 
cujo diámetro da base D, e cuja altura H medem, cada um deles, 30 cm. Ele precisa 
introduzir, nesse balde, verticalmente, uma peca metálica, também em forma ver de 
um cilindro circular reto, cujo diâmetro da base d, e cuja altura | medem, 
respectivamente, 20 cm e 27 cm. Suponha que o balde contém água até um nível h. 
Considerando essas informações. 

1. CALCULE o volume total do balde, em cm”. 

2. CALCULE o volume total da peça metálica, em cm. 

3. João observou que, se a peça fosse introduzida no balde, de modo que 2/3 dela 
ficassem fora do balde, o nível da água subiria até atingir a borda, sem transbordar. 
Suponha que, em seguida, a peça foi introduzida, de modo que a metade dela ficou 
fora do balde. Determine o volume da água que transborda, nesse vaso. 


17) (ОГРВ-12) Sr. Ptolomeu construirá em sua chácara um jardim de formato 


circular com 16 m de diâmetro. Contornando o jardim, haverá uma calçada, 
medindo 1 m de largura por 0,1 m de altura, conforme figura a seguir: 


¡errar кан ridad 


вшин 


Use: л = 314 
Supondo que о preço médio do m° da calçada a ser construída é de 100 reais, 
conclui-se que a despesa do Sr. Ptolomeu com a construção da calçada será, 
aproximadamente, de: 

a) 685,30 reais b) 653,80 reais c) 583,30 reais 

d) 533,80 reais e) 835,30 reais 


18) (UFPB-12) Uma fábrica produz embalagens metálicas fechadas, em formato de 
um prisma reto, medindo 20 cm de altura, cuja base é um quadrado de lado 10 cm. 
Para diminuir o desperdício de material, técnicos da fábrica avaliaram que, se as 
embalagens fossem produzidas em formato de um cilindro fechado, com a mesma 
altura e volume da embalagem em formato de prisma, haveria uma economia de 
material usado. Com base nessa avaliação, é correto afirmar que. ao fazer as 
embalagens em formato de cilindro, a economia da fábrica com o material utilizado 
será de (Use Vx = 1,77): 

a) 6,5% b) 7,6% с) 9,2% d) 13,4% e) 15,5% 


19) (UFPB-13) A prefeitura de certo município adquiriu um caminhão pipa para 
fazer o abastecimento de água da cidade. O tanque desse caminhão possui formato 
e medidas mostrados nas figuras 1 e 2 a seguir: 


Figura 1 Figura 2 
A Figura 1 representa a perspectiva do tanque e a indicação de seu comprimento 
longitudinal de 8m. 
* A figura 2 representa um corte da seçáo transversal do tanque, em que: 
* ACD e BCE são setores circulares iguais, com ângulo central igual a 900, e raio 
igual a Im. 
* AB e DE são segmentos paralelos. 
Com base nessas informações, conclui-se que o volume do tanque do caminhão 
pipa, em m, é de: 
а)бл+6 b)5z+8 c)4n*8 d)3a48 е)4л+10 
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20) (UFPE-09) Um reservatório de forma cilíndrica foi construído sobre um plano 

inclinado, como ilustrado na figura a seguir. O raio do cilindro mede 2m e, na parte 

mais funda, a altura do reservatório é de 5m, e na parte mais rasa, a altura é de 4m. 
4m 


HE 


Qual o volume do reservatório, em m°? Indique o valor inteiro mais próximo. 
Dado: use a aproximação z = 3,14. 4 
A) 57m? B) 58m* C) 59m* D) 60m* E) 61m? 


21) (UFPR-12) As duas latas na figura ao lado possuem internamente o formato de 

cilindros circulares retos, com as alturas e diámetros da base indicados. Sabendo 

que ambas as latas têm o mesmo volume, qual o valor aproximado da altura h? 
12cm 


16 cm 


E 


а)5 ст. b)6cm. c)6,25cm. d) 7,11 cm. 


[sem 


e) 8.43 em. 


22) (UFPR-13) Um reservatório possui internamente o formato de um cilindro com 


3,4 m de diâmetro e 10 m de comprimento, conforme indica a figura. 
10m 


a) Qual o volume total que esse reservatório comporta? 
b) Num certo momento, a altura do líquido no interior do reservatório é de 2,5 m, 
como indica a figura. Qual a área da superficie do líquido exposta ao ar dentro do 


reservatório? 


певана 
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23) (UFRN-10) Um tanque cilíndrico, cheio de combustível, de raio, R = 1 m e 
altura, H = 4 m, ao ser suspenso por um cabo de aço fixado no ponto P, inclinou-se 
até a posição mostrada na figura. Parte do combustível foi derramado, de modo que 
o restante ficou nivelado como se vê na figura ao lado. 


A quantidade de combustível que restou no tanque foi, aproximadamente: 
A)9,42 m° В) 3.14 m° C) 628 m° D) 12,56 m° 


24) (Udesc-10) A planificação da superficie lateral de um cilindro circular reto de 
altura h e raio r gera a região retangular ABCD, conforme é ilustrado na Figura 1. 
Suponha que esta região seja utilizada para construir um novo cilindro, cuja altura é 
a medida do segmento AB , sem haver sobreposição. 

B 


MRE 7) 


c 


Figura 
O volume do novo cilindro é: 
a) rh?/2 b) h/2 c) rh^n/2 d) r'hz/2 e) nh 


lanificação e construção de um cilindro 


25) (Udesc-11) A Figura 1 ilustra duas moedas brasileiras, a de R$ 1,00 e a de R$ 
0.50, descritas abaixo. 


Figura 1: Moedas brasileiras 
Moeda de R$ 1,00 — As faces da moeda sáo compostas por dois círculos 
concéntricos. O diámetro do círculo maior é igual a 2.8 cm e o diámetro do círculo 
menor é igual a 1,8 cm. A espessura desta moeda é igual a 1,5 mm. 
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Moeda de R$ 0,50 — As faces da moeda sáo compostas por um círculo de diámetro 
igual a 2,2 cm. A espessura desta moeda é igual a 3 mm. Com base nestas 
informações, analise as proposições abaixo. 

I. O volume de metal necessário para cunhar a região situada entre os círculos 
concêntricos da moeda de R$ 1,00 é aproximadamente 0,17257 cm”. 

II. Para cunhar uma moeda de R$ 1,00 é necessário aproximadamente 0,0697 cm? 
de metal a mais que para cunhar uma moeda de R$ 0,50. 

Ш. A área entre os círculos concêntricos da moeda de R$ 1,00 é 0,347 cm” maior 
que a do círculo interno. 

Assinale a alternativa correta. 

a. () Somente as afirmativas II e III são verdadeiras. 

b. () Somente as afirmativas I e ІП são verdadeiras. 

C. ( ) Somente as afirmativas I e 11 são verdadeiras. 

d.() Todas as afirmativas são verdadeiras. 

e. ( ) Todas as afirmativas são falsas. 


26) (UECE-11) Um cilindro circular reto cuja medida do raio da base é 5 m é 
cortado por um plano perpendicular às suas bases (paralelo ao eixo do cilindro). A 
distância do plano ao eixo do cilindro é 3 m. Se a diferença entre a área lateral do 
cilindro e a área retangular determinada sobre o plano é 234 m°, considerando л 
igual a 3,14, então a medida do volume do cilindro, em m, é 
A) 578. B) 875. C) 758. D) 785. 


27) (Mackenzie-06) Uma empresa usa, para um determinado produto, as 
embalagens fechadas da figura, confeccionadas com o mesmo material, que custa 
R$0,10 o cm. Supondo z = 3. a diferença entre os custos das embalagens A e B é 


de 
Embalagem 
Embalagem B 


a) R$9,00 b) R$7,00 c) R$10,00 d) R$8,00 e) R$0.00 
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28) (EsPCEx-06) Um tonel, em forma de cilindro circular reto, tem 60 cm de altura. 
Uma miniatura desse tonel tem 20 cm de altura e raio diretamente proporcional à 
altura. Se a miniatura tem 100 mL de volume, entào o volume do tonel original é 
de: 
a)30 L b)27 L c)2,7L d)3L €)300 mL 


29) (Insper-12) Na figura a seguir, a base inferior do cubo de aresta a está inscrita 
na base superior do cilindro circular reto de altura a. 


у 


A distância entre o vértice У do cubo e o centro da base inferior do cilindro é igual 


a 
a) 5ау3 b) Sav2 o 3a 5 d) ауз Зау2 
2 2 2 2 2 


e) 


30) (FGV-08) Certa lata de bebida energética tem forma cilíndrica com dimensões 
de 2zcm de diâmetro e 10cm de altura. Se a lata tivesse seção quadrada de lado 2л 
e conservasse o mesmo volume, a redução percentual na sua altura seria de 
aproximadamente: 


А)25% В)20% C)27% D)22% Б)29% 
O enunciado abaixo é referente às duas questões seguintes 
31) (Insper-04) Considere na figura o desenho de uma piscina que uma pessoa está 


projetanto para sua casa de campo. A região sombreada representa água e os 
triângulos equiláteros serão ilhas para banho de sol. Suponha que a circunferência 


da piscina tenha 16 metros de raio. Adote x E exN3- uU 
4 


Mau Hi HEEL GL GL BE B EG GE HL LE TT 


Se a profundidade da piscina for de 150 cm, o volume de água necessário para 
enché-la será aproximadamente igual a 
a)736m*. b)738m^. c)740m". d)742m". e)744m*. 


32) (Insper-04) Para que nào haja vazamento, toda a parede (incluindo o fundo) da 
piscina deve receber uma camada de impermeabilizante. Se cada galão de 
impermeabilizante é suficiente para cobrir uma área de aproximadamente 80m, 
serão necessários para impermeabilizar toda a piscina 

а) 10 galões. Б) 11 galões. с) 12 galóes. 4) 13 galões. е) 14 galões. 


33) (Insper-07) Um famoso edifício na moderna Xangai tem a forma de um cilindro 
chanfrado (ou seja, a base superior não é paralela à base do chão). O diâmetro do 
edifício é de aproximadamente 48 metros, a altura do lado mais alto mede 225 
metros e a altura do lado mais baixo mede 185 metros. Toda a lateral do edifício é 
recoberta de vidro. Desconsiderando eventuais perdas ou quebras durante a 
construção, foram necessários aproximadamente 

(Observação: se necessário, utilize л = 25/8) 

a) 10.750m? de vidro para recobrir o edifício. 

b) 15.750m? de vidro para recobrir o edifício. 

c) 20.750m2 de vidro para recobrir o edifício. 

d) 25.750m? de vidro para recobrir o edifício. 

e) 30.750m? de vidro para recobrir o edifício. 


34) (Insper-08) Para estimular a venda de seus produtos, uma conhecida marca de 
cervejas criou um recipiente térmico para manter as latas da bebida geladas, e o 
colocou à venda em três tamanhos: pequeno, médio e grande. Os três tamanhos 
têm, respectivamente, capacidades para armazenar 16, 54 e 128 latas de cerveja, 
além do espaço para o gelo, que deve ser adicionado junto com as latas para mantê- 
las geladas. Considere que: 

* os recipientes têm todos um formato cilíndrico, sendo a altura igual ao dobro do 


diâmetro da base, 


KUSKI: 


* o volume de cada recipiente é diretamente proporcional à quantidade de latas que 
comporta, JA 4 Ы, 

* os preços dos recipientes são proporcionais à área total da superfície do cilindro, 
dado que o principal custo do produto refere-se ao material de isolamento térmico. 
Se o recipiente pequeno custa R$60,00, a soma dos preços de um recipiente médio 
mais um recipiente grande é igual a 

а) R$187,50. b) R$281,25. с) R$375,00. d) R$468,75. е) R$562,50. 
35) (PUC/PR-12) Certa empresa fabrica latas cilíndricas de dois tipos, A e B. As 
superfícies laterais são moldadas a partir de chapas metálicas retangulares de lados 
a e 2a, soldando lados opostos dessas chapas. Observe a ilustração abaixo: 


NETS 
ТЕНІЗ 


2а 


— | 


Se Va e Va indicam os volumes das latas dos tipos A e B, respectivamente, tem-se: 
A) Vg =2Va B) Vg = 4V4 C) Va = 4Ув D) Va =2Vg E) Va = Va 


36) (UFPE-00) Uma barra de chocolate na forma de um cilindro circular reto com 
raio da base medindo 2 e altura 14 é cortado transversalmente por um plano de 
forma que os pontos do corte, situados à menor e à maior distância da base, distam 
10 e 12, respectivamente, como ilustrado na figura abaixo. Dentre os sólidos em 
que fica dividida a barra de chocolate. qual o inteiro mais próximo do volume do 


menor? 


lmss ІНІ 
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37) (UCS-09) A superfície lateral de embalagens em forma de cilindro circular reto 
é confeccionada unindo-se dois lados opostos de folhas de flandres retangulares de 
12 cm x 18 cm. Conforme os lados que são unidos, obtêm-se embalagens de alturas 
diferentes. Qual é a razão entre o volume V, da embalagem de altura menor e o 
volume V; da embalagem de altura maior? 
a)l b)2 c) 1/2 d) 3/2 e) 1⁄4 
38) (Insper-08) Para estimular a venda de seus produtos, uma conhecida marca de 
cervejas criou um recipiente térmico para manter as latas da bebida geladas, e o 
colocou à venda em três tamanhos: pequeno, médio e grande. Os três tamanhos 
têm, respectivamente, capacidades para armazenar 16, 54 e 128 latas de cerveja, 
além do espaço para o gelo, que deve ser adicionado junto com as latas para mantê- 
las geladas. Considere que: 
* os recipientes têm todos um formato cilíndrico, sendo a altura igual ao dobro do 
diâmetro da base, 
* o volume de cada recipiente é diretamente proporcional à quantidade de latas que 
comporta, 
* os preços dos recipientes são proporcionais à área total da superfície do cilindro, 
dado que o principal custo do produto refere-se ao material de isolamento térmico. 
Se o recipiente pequeno custa R$60,00, a soma dos preços de um recipiente médio 
mais um recipiente grande 
éigual a 
а) R$187,50. b) R$281,25. с) R$375,00. 4) R$468,75. е) R$562,50. 
39) (UFPE-99) Seja V o volume, em m?, de uma piscina cujas formas e medidas 
são ilustradas nas figuras abaixo, indique o inteiro mais próximo de V. 


VISTA SUPERIOR 
Arco de 


m ат circunferência 
H сот centro em P 
Н T т 
Е H H 
$ | Н 
A ri 
4m 4m P 4m 


CORTE VERTICAL SEGUNDO Л. 
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40) (UFPE-99) O reservatório em forma de cilindro reto de raio da base 2m e 
altura 5m encontra-se na horizontal e preenchido com água até o nível de 3m, 
conforme ilustrado na figura a seguir. Calcule o volume, em m?, de água no 
reservatório e assinale o inteiro mais próximo do valor obtido. 


41) (Insper-10) Na figura está representado um cilindro circular reto em que: 
* o segmento CD é um diâmetro da base superior; 

* os segmentos AB e EF são diâmetros perpendiculares da base inferior; 

* os pontos C, D, E e F são coplanares. 


B 
Se o triângulo ABC é equilátero e o segmento AE mede 2cm, então o volume do 
cilindro é igual a 
а)лст?.  b)2zcm). c)3acm^. d)4mcm'. е) 5лст?. 


42) (UFRJ-96) Um pára-quedista está no ponto A situado a 800m do solo e, devido 
a condições técnicas, é obrigado a seguir uma trajetória que está sempre na 
superfície lateral do cilindro C de revolução cujo raio r da base é igual a 200 m. 


o ia 
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B(0,490,0) y 
т 


Determine о comprimento do menor caminho percorrido pelo pára-quedista para 
atingir o ponto de pouso B(0, 400/т, 0). 


43) (UFU-11) Durante uma feira de exposição de animais, um tratador de cavalos é 
encarregado de levar água a alguns animais em uma baia. É colocado um tanque 
vazio na baia na forma de um paralelepípedo retangular com a = 80 cm, b -2mec 
= 50 cm, conforme ilustra a figura. O tratador transporta água de um reservatório 
para o tanque, em um balde de formato cilíndrico com base de 40 cm de diâmetro e 
50 cm de altura. Estima-se que a cada vez que vai ao reservatório, ele enche o balde 
e, no caminho, derrame 5% de seu conteúdo. Para que o nível de água no tanque 
atinja a metade de sua capacidade, o número mínimo de vezes que o tratador deverá 
buscar água no reservatório é igual a (Utilize z = 3,1). 


A)6 B)5 C)7 D) 8 
44) (UFSCar-07) Retirando-se um semicilindro de um paralelepípedo 
retoretângulo, obtivemos um sólido cujas fotografias, em vista frontal e vista 


superior, estão indicadas nas figuras. Se a escala das medidas indicadas na 
fotografia é 1:100, o volume do sólido fotografado, em m, é igual a 


Vista frontal Vista superior 
Қау ін | [2 ? 
== a 
Es 15cm 4cm 1,5ст 


А) 2(14 + 2л). B)2(14 +7). С)2(14-л). D)221-z). E) 2(21 — 22). 


45) (Unesp-08) Uma moeda circular é composta por duas partes: a parte central, de 
material prateado, de raio 9mm, e a parte externa, de material dourado, em forma 
de um anel de 4mm de largura, conforme figura. A espessura de cada parte da 
moeda é igual a 1,5mm. Qual a razão entre os volumes das partes prateada e 


dourada? 
© E 1,5 mm 


46) (Unesp-08) Um porta-canetas tem a forma de um cilindro circular reto de 12 
cm de altura e Sem de raio. Sua parte interna é um prisma regular de base 
triangular, como ilustrado na figura, onde o triángulo é eqüilátero e está inscrito na 
circunferência. A região entre o prisma e o cilindro é fechada e não aproveitável. 
Determine o volume dessa região. Para os cálculos finais, considere as 


aproximações z = 3 e V3= 1,7. 


47) (Fuvest-03) Um cilindro obliquo tem raio das bases igual a 1, altura 2/3 e está 
inclinado de um ângulo de 60º (ver figura). O plano B é perpendicular às bases do 
cilindro, passando por seus centros. Se P e A são os pontos representados na figura, 


calcule PA, 


ШИИТ 
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A 


48) (Unesp-12) No vazamento de petróleo da empresa americana Chevron do 
último dia 7 de novembro, na bacia de Campos/RJ, a mancha de óleo na superficie 
do mar assumiu grandes dimensões e teve seu pico de área entre os dias 12 e 14 
daquele mês. O vazamento levou dias para ser contido, pois o petróleo continuava a 
escapar por fissuras, como mostrado na foto. A figura mostra, de forma hipotética e 
aproximada, em cinza, as áreas da mancha de óleo na superfície do mar. 


manchas de óleo 


água do mar 


Dados Idm? = IL e z = 3 e sabendo que a altura média da lâmina de óleo sobre as 
águas era de 0,003mm e que 1 barril de petróleo cru contém 160 litros de óleo. o 
número aproximado de barris que vazaram no incidente foi 

А) 2360. B) 2860. C) 2960. D) 3320. E) 5250. 


49) (Fuvest-01) Na figura a seguir, tem-se um cilindro circular 
reto, onde A e B são os centros das bases e C é um ponto da 
interseccáo da superfície lateral com a base inferior do cilindro. Se 
D é o ponto do segmento BC, cujas distâncias a AC e AB são 
ambas iguais a d, obtenha a razão entre o volume do cilindro e sua 
área total (área lateral somada com as áreas das bases), em função 
de d. 


50) (Unicamp-07) Um pluviómetro é um aparelho utilizado para 
medir a quantidade de chuva precipitada em determinada região. 
A figura de um pluviômetro padrão é exibida ao lado. Nesse 
pluviômetro, o diâmetro da abertura circular existente no topo é de 
20cm. A água que cai sobre a parte superior do aparelho é 
recolhida em um tubo cilíndrico interno. Esse tubo cilíndrico tem 
60cm de altura e sua base tem 1/10 da área da abertura superior do 
pluviômetro. (Obs.: a figura ao lado não está em escala). 


O 


a) Calcule o volume do tubo cilindrico interno. 

b) Supondo que, durante uma chuva, o nível da água no cilindro 

interno subiu 2cm, calcule o volume de água precipitado por essa 

chuva sobre um terreno retangular com 500m de comprimento por 300m de largura. 


51) (AFA-94) Em mº, qual o volume de um cilindro cuja base está circunscrita a 
um triângulo equilátero de 2/3 т de lado e cuja altura é a mesma do triângulo 
equilátero inscrito em sua base? 

а) бл b) 8л с) 127 d) lón 


52) (AFA-06) Um reservatório de forma cilíndrica (cilindro circular reto) de altura 
30 cm e raio da base 10 cm está cheio de água. São feitos, simultaneamente, dois 
furos no reservatório: um no fundo e outro a 10 cm de altura do fundo. Cada um 
desses furos permite uma vazão de 1 litro por minuto. A quantidade de água 


AS PLATO E $ : 
restante no reservatório após 3 minutos é, em litros. 


аул b) 31/4 с) 22/3 d) л/4 


МИШ 
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53) (Escola Naval-92) Um copo, com a forma de um cilindro circular reto de raio 
de base 2 e altura 4, está apoiado em uma mesa horizontal e contém água até altura 
3. Inclina-se o copo até que a água comece a derramar. Nesse instante, o ângulo а. 
que o plano da base do copo faz com o plano da mesa é tal que tg a vale: 

a) 1⁄4 b) 1/3 е) 1/2 d) 2/3 е)3/4 


54) (ITA-72) Dado um cilindro de revolução de raio г e altura h; sabe-se que a 
média harmônica entre o raio r e altura h é 4 e que sua área total é 2л. O raio r deve 
satisfazer: 

а)г-г+2=0 b)r 412+ 5г-2=0 gr-r-r+1=0 
d)r-3r-2-0 €) nenhuma das respostas anteriores 


55) (ITA-87) A área lateral de um cilindro de revolução, de x metros de altura, é 
igual a área de sua base. O volume deste cilindro é: 
a) 2xx° m° b) 4x! m° с) пх? m° Ф)Злх m° e) 6xx° m° 


56) (ITA-92) Uma seção plana que contém o eixo de um tronco de cilindro é um 
trapézio cujas bases menor e maior medem, respectivamente, h cm e H cm. 
Duplicando-se a base menor, o volume sofre um acréscimo de 1/3 em relação ao 
seu volume original. Deste modo: 

а)2Н-3һ b)H=2h c)H=3h d)2H=5h e)nda. 


57) (ITA-94) Num cilindro circular reto sabe-se que a altura h e o raio da base r são 
tais que os números л, h, r formam, nesta ordem, uma progressão aritmética de 
soma 67. O valor da área total deste cilindro é: 

аул b) 2° c)!5Sr @) 207? е)30л* 


58) (ITA-95) O raio de um cilindro de revolução mede 1,5m. Sabe-se que a área da 
base do cilindro coincide com a área da secção determinada por um plano que 
contém o eixo do cilindro. Então, a área total do cilindro, em m), vale: 


Зл? 9л(л +2) л? 3n( +1) 
а) n b) HIS. с) л(п+2) d) 2 е) 2 


59) (EsPCEx-02) Dois recipientes, um em forma de cilindro e о outro, de 
paralelepípedo, cujas bases estão num mesmo plano, são unidos por uma tubulação 
com uma válvula no meio. Inicialmente, a válvula está fechada, o paralelepípedo 
está vazio e o cilindro é ocupado, em parte, por um líquido cujo volume é de 20007 
litros, atingindo uma altura de 2 metros. A válvula é aberta e, após certo tempo, 
verifica-se que os dois recipientes têm o mesmo nível do líquido. Considerando 
desprezível o volume da tubulação que une os dois reservatórios e sabendo que a 
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área da base do paralelepípedo é de 1,51 m’, o volume final, em litros, de líquido 
no paralelepípedo é 
а) 600л Ы) 800л с) 1000л 4) 12001 е) 1500л 
60) (EsPCEx-01) Denomina-se rolamento а um dispositivo mecânico constituído 
por dois anéis em forma de casca cilíndrica e um conjunto de esferas. Desejando 
obter o volume de uma das esferas de aço que compõe o rolamento dado na figura 
1, sem desmontá-lo, e não dispondo de todos os instrumentos necessários para 
executar as medições, um estudante executou os seguintes procedimentos: 

a. Com os instrumentos de que dispunha, mediu o anel interno, em forma de casca 
cilíndrica, obtendo 3,46 cm para o diâmetro interno, 4 cm para o diâmetro externo e 
1 em para altura; 

b. Repetiu as operações para o anel externo, anotou as medidas e calculou o 
volume, obtendo 3,8 cm”: 

с. Lembrando o princípio de Arquimedes, que afirma que o volume de um objeto 
imerso num recipiente com líquido corresponde à variação do volume do líquido, 
colocou água numa proveta graduada em cm”, conforme а figura 2, mergulhou o 
rolamento na água e obteve a leitura indicada na figura 3. 


FIGURA 1 FIGURA 2 


Aproximações aceitas: 1,732 = 3 3.46? = 12 n=3, 

Nessas condições pode-se afirmar que o valor que mais se aproxima do volume de 
cada esfera, em cm, é: 
a) 3,4 b) 4,6 


с) 3,8 9) 4,2 e) 5,0 

61) (EsPCEx-00) Num recipiente em forma de cilindro circular reto, com raio de 
base 2 cm e altura 6/3 ст (dimensões internas), há um volume de água de 16/3л 
ст}. O maior ângulo a que о plano da base do cilindro pode fazer com a horizontal 
para que a água não derrame ao se inclinar o cilindro é de, aproximadamente, 


кен ES 
EJ N 


пазаві 
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imados 
Dados (aproxim: ) кыа 


12 30°=0,58 tg 60°= 1,73 
a)30 6)407 — с)50% 


tg 70° = 2,75 
e) 70º 


tg 40° = 0,84 
d) 60* 


62) (EsPCEx-07) Uma barraca de campanha militar possui o formato apresentado 
no desenho abaixo. 


ғ 5 E 
A curva ABC é um arco de 90º de uma circunferência com 10 metros de raio. O 
segmento mede 20 metros. Admitindo x = 3,14, podemos concluir que o volume do 
interior da barraca é de aproximadamente: $ $ 
a)480m° b)570m° c)618m° d) 1140 m` e) 2880 m° 


63) (EsPCEx-11) A figura abaixo representa dois tanques cilíndricos, T, e To, 
ambos com altura h, e cujos raios das bases medem R e R42, respectivamente. 
Esses tanques são usados para armazenar combustível e a quantidade de 
combustível existente em cada um deles é tal que seu nível corresponde a 2/3 da 
altura. O tanque T, contém gasolina pura e o tanque T> contém uma mistura etanol- 
gasolina, com 25% de etanol. Deseja-se transferir gasolina pura do tanque T, para 
Т, até que o teor de etanol na mistura em Т» caia para 20%. Nessas condições, ao 
final da operação, a diferença entre a altura dos níveis de T, e T> será 


e) h/6 


a) 1/2 b)h/3 с) №4 d) №5 
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13.3. CÁLCULO DAS ÁREAS DE UM CONE RETO 


> 


Área lateral Área da base 


Cone 


13.1. DEFINIÇÃO: Consideremos um círculo de centro O e raio r, situado num 
plano, e um ponto V fora dele. Chama-se cone circular, ou cone, a reuniáo dos 
segmentos com uma extremidade em V e a outra 
em um ponto do círculo. 
Um cone é dito reto quando o eixo é 
perpendicular ao plano da base e é oblíquo 
5 quando não é um cone reto. Ao lado apresentamos 
um cone oblíquo. 
Um cone circular reto é denominado cone 
de revolução por ser obtido pela rotação 
(revolução) de um triângulo retângulo em torno 


v 


de um de seus catetos. 
Um cone é dito equilátero se a sua secção meridiana é um triángulo equilátero, 


ou seja, a sua geratriz é igual ao diâmetro da base. g -geratriz do cone 


h -altura do cone 
R -raio da base do cone 


13.2. ELEMENTOS DE UM CONE 
| Na figura, tem-se um cone reto de raio de base R, altura h e geratriz g. А 
planificação de um cone reto é formado pela união de um círculo (base do cone) e 


vértice Vértice: é o ponto P, onde concorrem todos os i Я 
um setor circular (superfície lateral). 


segmentos de reta. 

Base: é a região plana contida no interior da curva, 
geratriz inclusive a própria curva. 

Eixo do cone: é o segmento de reta que passa pelo 
vértice P e pelo centro da base. 

Geratriz: é qualquer segmento que tenha uma 
extremidade no vértice do cone e a outra na curva que 


Área da base: Como a base do cone é um círculo de raio R segue que Apase = TR? 


Área Lateral: Desde que a planificação da superfície lateral de um cone reto é um 


setor circular de raio g e arco de comprimento 2xR tem-se que O IB 


envolve a base. Logo: 

Altura: é a distáncia do vértice do cone ao plano da 0 2aR 

base. wr CP do лес pano Аша" 58 ER g = Apr = TRE 
Р Superfície lateral: é a reunião de todos os segmentos 


de reta que tem uma extremidade em P e a outra na Área Total: Ava = Abase Ашса => Anai = ARR +g) 
7 use H Аш, = 


curva que envolve a base. 

Superfície total: é a reunião da superfície lateral com a base do cone. 

Seção meridiana: é uma região triangular obtida pela interseção do cone com um 
plano que contem o eixo do mesmo. 


13.4. VOLUME DO CON 


Considere uma pirâmide 
de base A e altura H e um cone 
também de base A e altúra H. 


h 
ЖА Чү H Os dois sólidos possuem suas 
bases sob o mesmo plano, 
HEN conforme ilustra a figura ao 
lado. A um distáncia h dos 


vértices dos sólidos é traçado 
um plano paralelamente às bases, determinando uma seção de área A, na pirâmide e 
uma seção de área A; no cone. Por semelhança de triângulo na pirâmide tem-se que 


2 
5) - Também por semelhança de triángulos, agora no cone, demonstra-se 


2 
que 4,4% - Assim, conclui-se que A, = A». Portanto, qualquer plano paralelo 


às bases dos sólidos determina seções de mesma área nos mesmos. Pelo princípio de 
Cavalieri, tem-se que Veone = V pirimide: 


Мы Ara tl > Von = pun 


13.5. TRONCO DE CONE 


Um tronco de cone é determinado quando um plano intersecta um cone 
paralelamente à sua base, como indica a figura. Todo tronco de cone possui duas 
bases, uma maior B (mesma do cone original) e outra menor b (obtida pela seção do 
plano). A altura h, de um tronco de cone é definida como a distância entre as bases. 
A geratriz g, de um tronco de cone é o segmento de reta, pertencente à superfície 
lateral do tronco, unindo dois pontos das bases. Considerando as dimensões 


ai 1250 HELL LEHTELL E 


apresentadas na figura, pode-se determinar as expressões dos elementos, áreas e 
volume de um tronco de cone. 


13.5.1. Elementos de um Tronco de Cone 
As expressões das áreas de tronco de cone são mais facilmente demonstradas 


analisando a planificação do tronco, que é formada pela união de dois círculos 
(bases do tronco) e um setor de coroa circular (superfície lateral). 


Relação Fundamental: g? -(R—r) +h? 
Área das Bases: Ay=11 е Ay = xR°* 
Área Lateral: Perceba, na planificação da superfície lateral, que o arco de 


comprimento 2лг e raio g e o arco de comprimento 27R e raio g + g, possuem o 
mesmo ângulo central 0. Logo: 


2x(R- 
-2ш 2nR > gR=(g+g)r > g--E 02298-0 
g 2*8 R-r 2: 
Zn(R - 1) xÍ er) 
— Kat? 
Me +8)2 -e Og(p 2p ^ Ж Rp 
Ама = > = 2 = Z 


-r*2r 


R 
Anci 7 т (Вур, == =) => Ajuteral= TER + r) 
Área Total: Акы = Ab + As + Alaaa = P + ЛК + ng (R+r) => 


Aon = nir + R? + g(R + r)] 


Volume: O cálculo da volume do tronco de cone é análogo ao cálculo do volume do 
tronco de pirámide, chegando-se inclusive à mesma fórmula: 


Ves = (An AA +A): 


Desenvolvendo esta expressáo: 
h 2 2 oR? 2 
Vel (ак Rar +a) = Vena 773 (R +Rr+r?) 


ннннтнтттттттттттттнтнтенеетенене нен... үз з 


Exercícios Zesolvidos 


1) (EsPCEx-16) Corta-se de uma circunferência de raio 4 cm, um setor circular, de 
ângulo 7/2 rad (ver desenho ilustrativo), onde o ponto C é o centro da 
circunferência. Um cone circular reto é construído a partir desse setor circular ao se 
juntar os raios CA e CB. O volume desse cone, em cm, é igual a 


A B 


[desenho ilustrativo-fora de escala | 


әлі, ы, 938, a 55, o3, 


Solução: Alternativa C 
A circunferéncia da base da cone será igual ao arco de circunferéncia AB: 


2m=0R=54=2m > r=1cm 


A geratriz do cone será igual ao raio da circunferência original: g = R = 4 cm 
Pela relação fundamental do cone: g = +h? > 16=1+H > h=V/15 cm 
2 
Logo: V= mh 2h кр! Mis М5, 
87 3 3 
2) (ITA-03) Considere o triângulo isósceles ОАВ, com lados OA е OB de 
comprimento VZR e lado AB de comprimento 2R. O volume do sólido, obtido pela 
rotação deste triângulo em torno da reta que passa por O e é paralela ao lado AB, é 
igual a: 
T 4 
a) SR Ылк? c) AR d) 2n R° e) n R° 
Solução: Alternativa C 
Quando giramos o triángulo obtemos um sólido que é 
equivalente a tirarmos dois cones coaxiais e com mesmo vértice 
(ponto O) de um cilindro. Portanto: 
V = Vaitindro — 2 Vcone = ПЕЕ) - 2. R(RY3. => 
V-2RR-2nR/A => У = 41/3 


MatigL LH L LE LH EG LL EHE EE H EE T 


3) (AFA-17) Considere o sólido geométrico obtido pela rotação de de 360º do triângulo 
ABC em torno da reta que passa por C C e é paralela ao lado AB. Sabe-se que este 
triângulo é isósceles, com АС = BC = RJ2 m, AB = 2R m сары R uma 
constante real não nula), e que o volume do sólido obtido é V = 473 m°. A medida 
de R, em metros, é igual a 

DB DB 9% ә 


Soluçã lternativa D 


O sólido obtido é equivalente a retirar dois cones 
do interior de um cilindro reto, como ilustrado na 
figura ao lado. A altura de AABC vale h = R. 

Deste modo, o volume do sólido é: 


V = Vase — 2 Vono => V =7R?.2R — ir> 
їз =? = R'=303=/27 > 
к = {27 =/3 


4) (ITA-12) A superfície lateral de um cone circular reto é um setor circular de 120º 
e área igual а Зл cm”. A área total e o volume deste cone medem, em cm? e ст), 
respectivamente 


2: 
2% с) 4пелу2. d)3ne É e) ne2nvV2. 


Solução: Alternativa A 
Perímetro da Base: 27R -Zg = g=3R 


Área lateral: S= бұ? => 3n= S GR) > R=1cm 


Relação Fundamental: в? = h° + Ê > 9=0+1 > h=2V/2 cm 
Área total: Sr = Зл + =R? = Зл + x = 4л cm? 
zR'h 2/2m 5 
= em 
3 3 


Volume: V = 


5) (ITA-97) A altura e o raio da base de um cone de revolução medem 1 cm e 5 cm 
respectivamente. Por um ponto do eixo do cone situado a d cm de distáncia do 
vértice, tracamos um plano paralelo à base, obtendo um tronco de cone. O volume 
deste tronco é a média geométrica entre os volumes do cone dado e do cone menor 
formado. Entáo d é igual a: 


2 Ей өші o pub o 2292 o ПЕД 


a) 


Capítulo 13. Cone 
Solução: Alternativa B 

Por semelhança segue que: 4/1 = г/5 => r=5d 

O volume do tronco será dado pela subtração entre os volumes dos dois cones: 
У-У =(У.ү)? > V-2V.V А ЛАУА > 
КАНФ =3. ВН. > 5'e5íd'-3555 > 4-34%1-0 > 


da 
221 s 


d= d= 


6) (ITA-04) A área total da superfície de um cone circular reto, cujo raio da base 
mede R em, é igual á terga parte da área de um círculo de diámetro igual ao 
perímetro da seção meridiana do cone. O volume deste cone, em em”, é igual a: 


a) nR? b) a V2 R° o) Er? d) s SR? e) FR? 


5 
Solução: Alternativa E 
Sejam g e h as medidas da geratriz e da altura do cone, em cm, respectivamente. 
Então, a seção meridiana do cone tem perímetro igual a 2(g + R). Assim, sendo Sat 
a área total do cone e Scjculo a área do círculo descrito, cujo raio será R + g, tem-se 


que: быз. балы => TRR +p) =E a(R +g)? € 3R=R+g O g-2R. 


Além disso: g =R? + 2  4R! = А? +? > h-Rys. Portanto, o volume do cone é: 
S,,h zR^R43 як: 


v, аа ақи 
шум. 3 45 


7) (Escola Naval-11) Considere um cone circular reto com raio da base 24/2 cm e 
geratriz 4/02 cm. Sejam A e B pontos diametralmente opostos situados sobre a 
circunferéncia da base deste cone. Pode-se afirmar que o comprimento do menor 
caminho, tragado sobre a superficie lateral do cone e ligando A e B, mede, em cm, 

a) 442 һ)2/2т с)8 d4 езп 

Solução: Alternativa C 


Capitulo 13, Cone 


A 1º figura mostra a mínima trajetória entre dois pontos diametralmente opostos A e 
B. Esta trajetória é obtida pela interseção de um plano ortogonal à superficie lateral 
do cone com as geratrizes do cone. A 2º figura mostra a planificação da superfície 
lateral do cone. Esta planificação é obtida cortando a superfície lateral do cone 
através da geratriz que passa pelo ponto A. Nesta planificação o ponto A está em 
uma extremidade do arco de circunferência enquanto que o ponto B é o ponto médio 
do mesmo arco. A menor distância entre A e B é o segmento de reta AB. 

Assim, o comprimento do arco de circunferência com extremos A e B é dada por 


AB- zr -242n. 


Logo, o ángulo central correspondente à corda AB é dado por: 0 LAB s= 2/25 Eu 
в 42 2 
Portanto: sen 2. =зеп4з°= ML. PESA km л ЕМИ 
2 2 2: 8v2 


8) (Escola Naval-14) A Marinha do Brasil comprou um reservatório para armazenar 
combustível com o formato de um tronco de cone conforme figura abaixo. Qual é a 
capacidade em litros desse reservatório? 

10m 


6m 
dT Hion y 19 Dues c) Sor d) E 
M rios EM D 
{ме os valores na fórmula do volume do tronco de cone: 


vt ener 21H pos+ 15+ 9]- m m= Dist 


1953 
10 
ne) 3 Li 


d - 2N3 же 
9) (ІТА-12) Um cone circular reto de altura 1 cm е geratriz DB em é interceptado 
por um plano paralelo à sua base, sendo determinado, assim, um novo cone. Para 
x yr 5 
ver d cm, € 
243 
necessário que a distáncia do plano à "8 cone original seja, em cm, igual а 


que este novo cone tenha o mesmo volume de um cubo de aresta ( 


Capítulo 13. Cone 
21. 9l ol 92 9 
4 Fi g 3i 
Solução: Alternativa D4 


10) (IME-02) Um cone e um cilindro circulares retos tém uma base comum e o 
vértice do cone se encontra no centro da outra base do cilindro. Determine o ángulo 
formado pelo eixo do cone e sua geratriz, sabendo-se que razáo entre a área total do 
cilindro e a área total do cone é 7/4. 

Solução: 

Sejam R e h, respectivamente, o raio da base e a altura do cone e do cilindro. A 


geratriz do cone é g = 


2mR +2mRh 7 
Temos — — — = — < 8(R +h)= 7R +7, R+ 
nR? +nRg 4 q m Бат? 8h=78. 


Como R, h e g são positivos, isto é equivalente a: 
(к + 8)? = 4902 > В? + 64? + I6hR = 49 (В? +h) <> 


486° – I6hR – 152 =0 > e) еф) а-о e 


x48 -48x(- 
ROS 4E -48x(-15) 8+28 дик EI 


h 48 77а8 h 4 


R 
Como т é a tangente do ángulo о formado pelo eixo do cone e sua geratriz, е 


0 <a< E, temos a = arc tg > 
2 4 


Capítulo 13, Cone 
Exercícios 
БЕЧ 
1) (Udesc-13) Se а geratriz, а altura e о raio menor de um tronco de cone reto são, 


respectivamente, 13 cm, 3 cm e 3 em, então o volume do cone original é: 
a) 981 cm? b) 491 cm? с) 13,51 cm? d) 62,51 cm? e) 761 ст? 


2) (UESPI-09) Qual o volume do sólido obtido, pelo giro de um quadrado de lado 
medindo 3.2, em torno de uma de suas diagonais? 


а)14л Ы) 15л c)lóx d)17n е)18л 


3) (UFPR-10) A parte superior de uma taça tem о formato de um cone, com as 
dimensões indicadas na figura. 


4cm 


a) Qual o volume de líquido que essa taga comporta quando está completamente 
cheia? 
b) Obtenha uma expressão para o volume V de líquido nessa taça, em função da 


altura x indicada na figura. 


Capítulo 14. Cone 
4) (UCS-11) Um tanque cônico tem 16 m de profundidade e o raio de seu topo 
circular mede 4 m. Quando o tanque contém líquido até a altura h, a medida do raio 
da superfície da água é r. Observe a figura abaixo. Quaisquer que sejam, segundo o 
contexto do problema, os valores possíveis de r e h, é válida a relação expressa pela 
igualdade 


a)h*r-20. b)hr=64. c)4r-h=0. d)hr-20. e)4r-h=20. 


5) (UFRN-98) A figura abaixo registra o momento em que 7/8 do volume de areia 
da ampulheta encontra-se na parte inferior. 


HR 


Calcule o valor da fração numérica que representa a proporção entre y e h naquele 
momento. 


6) (UFMG-97) Seja S um sólido que está contido entre dois planos paralelos, a e B, 
e que intercepta esses planos. Denote por A(x) a área da seção obtida pela 
interseção de 8 com um plano paralelo a a e cuja distância a о seja x. 

Se para cada x tem-se A(x) = ах? + bx + c, com 0 < x < h, em que h é a distância 
entre a e B, então o volume V de S pode ser calculado usando-se a fórmula 


RR O Td S > 


Capitalo 13, Cone 
v -Haosaft) A(h | 


A) DETERMINE a expressão de A(x) na situação em que S é um cone circular 
reto de altura H e raio da base R. 

B) Usando a fórmula dada no texto, CALCULE, em função de H e R, o volume 
V do cone S do item A). 


7) (UFMG-99) Observe a figura. 


B 
Nessa figura, o setor circular BAC, de ângulo 0, é a superfície lateral de um cone 
circular reto, desenvolvida num plano. O raio da base desse cone é 6 e seu volume é 
967. 
1. CALCULE o comprimento da geratriz desse cone. 
2. CALCULE a medida, em graus, do ângulo 0. 


8) (UFPR-12) Num laboratório há dois tipos de recipientes, conforme a figura ao 
lado. O primeiro, chamado de “tubo de ensaio”, possui internamente o formato de 
um cilindro circular reto e fundo semiesférico. O segundo, chamado de “cone de 
Imhoff”, possui internamente o formato de um cone circular reto. 


a) Sabendo que o volume de um cone de Imhoff, com raio da base igual a 2 cm, é 
de 60 ml, calcule a altura h desse cone. 

b) Calcule o volume (em mililitros) do tubo de ensaio com raio da base medindo 1 
em e que possui a mesma altura h do cone de Imhoff. 


Capítulo 13, Cone 
9) (FURG-10) Um artesáo produz velas natalinas na forma de árvore de Natal, 
conforme a figura abaixo. O sólido A corresponde a um cilindro equilátero e o 
sólido B é um cone cuja geratriz é igual ao diâmetro de sua base. Sabendo que as 
dimensões são dadas em centímetros e que o raio do cilindro, r, é a terça parte do 
raio do cone, R, o volume, em cm?, do molde desse enfeite, em função do R, é: 


c—B 
ШЕЕ 


10) (UFC-01) Considere um cone eqüilátero de vértice V. Sejam A e B pontos 
pertencentes à circunferência da base do cone e diametralmente opostos. Sejam P e 
Q pontos pertencentes aos segmentos de reta VA e VB, respectivamente, e tais que 
a medida de VP seja igual a 4/5 e a de VQ seja 3/5. Lembrando-se que a superfície 
lateral de um cone, quando desenrolada, transforma-se em um setor circular plano, 
determine nesse plano a distância entre os pontos P e Q. 


11) (UECE-10) A superficie lateral de um cone circular reto, quando planificada, 
torna-se um setor circular de 12 cm de raio com um ângulo central de 120 graus. A 
medida, em centímetros quadrados, da área da base deste cone é 

a)l44n — b)72n  c)36x )16л 


12) (UFV-04) Um chapéu, no formato de um cone circular reto, é feito de uma 
folha circular de raio 30cm, recortando-se um setor circular de ángulo 0 = 27/3 
radianos e juntando os lados. A área da base do chapéu, em cm”, é: 

а) 140л Б) Пол c)30x d)1007 е) 1207 


13) (UFC-09) Ao seccionarmos um cone circular reto por um plano paralelo a sua 
base, cuja distância ao vértice do cone é igual a um terço da sua altura. obtemos 
dois sólidos: um cone circular reto S, e um tronco de cone S;. A relação (volume 
S3)/(volume S;) é igual a: 

А) 33. В) 27. С) 26. р) 9. E) 3. 

14) (FGV-12) Um ralador de queijo tem а forma de cone circular reto de raio da 
base 4cm e altura 10cm. O queijo é ralado na base do cone e fica acumulado em seu 


interior (figura 1). Deseja-se retirar uma fatia de um queijo com a forma de cilindro 
circular reto de raio da base 8cm e altura 6cm, obtida por dois cortes 
perpendiculares à base, partindo do centro da base do queijo e formando um ângulo 
a (figura 2), de forma que o volume de queijo dessa fatia corresponda a 90% do 


volume do ralador. 


Ralador 


Figura 1 
Nas condições do problema, a é igual a 
а) 45%. b)50% с)55% 4)60% е) 65°. 


15) (UFG-13) Um cone circular reto de madeira, homogéneo, com 20 cm de altura 
e 20 cm de diámetro da base, flutua livremente na água parada em um recipiente, de 
maneira que о eixo do cone fica vertical e o vértice aponta para baixo, como 


representado na figura a seguir. 


Denotando-se por h a profundidade do vértice do cone, relativa á superfície da 
água, por r о raio do círculo formado pelo contato da superficie da feue com o oro 
e sabendo-se que as densidades da água e da madeira são LO g/cm? e 0,6 g/cm’, 
respectivamente, os valores de r e h, em centímetros, são, aproximadamente: 
(А) 5,8 e 11,6 (B) 8,2 e 18,0 
(C) 8,4 e 16,8 (D) 8,9 e 15,0 
(E) 9,0 e 18,0 


16) (UFES-11) Um reservatório de água A tem a forma de um cone circular reto de 
3m de raio por 6m de altura. Ele está completamente cheio e com a base apoiada 


para um reservatório B , inicialmente vazio, com formato de um cilindro circular 
reto, com 2m de raio na base, com 5m de altura e com a base no mesmo piso 
horizontal da base de A. Considere que, em cada instante, o volume da água que sai 
de A chega completamente em В. Calcule 

А) os volumes de A e B ; 

B) o nível da água em B quando o nível da água em A estiver na metade da altura 
de A; 

C) o nível da água em A quando o nível da água em B estiver na metade da altura 
deB; 


17) (UFMG-12) Um funil é formado por um tronco 


D) a expressão que dá o nível da água em B em função do nível da água em A. 
de cone e um cilindro circular retos, como 
representado na figura ao lado. 


Sabe-se que g = 8 cm, R = 5 ст, r = 1 сте 


h 7443 ст 3 
Considerando essas informações, 
1. CALCULE o volume do tronco de cone, ou seja, Ен» 
do corpo do funil. ІШ h 
2. CALCULE o volume total do funil. 
3. Suponha que o funil, inicialmente vazio, começa UD 
a receber água a 127 ml/s. Sabendo que a vazáo do funil é de 42 ml/s, CALCULE 
quantos segundos sáo necessários para que o funil fique cheio. 
18) (UFMG-13) Um cone circular reto de raio r = 3 e altura h = 23 é iluminado 
pelo sol a um ángulo de 45º, como ilustrado a seguir. 

T, 


А 
a sombra projetada pelo cone é delimitada pelos segmentos PA e PB , tangentes ao 
círculo da base do cone nos pontos A e B , respectivamente. 


Capítulo 13. Cane. 
Com base nessas informações. 
1. DETERMINE a distância de P ao centro O do círculo. 
2. DETERMINE o ângulo AÓB 
3. DETERMINE a área da sombra projetada pelo cone. 


19) (UFPB-11) A prefeitura de certo município realizou um processo de licitação 
para a construção de 100 cisternas de placas de cimento para famílias da zona rural 
do município. Esse sistema de armazenamento de água é muito simples, de baixo 
custo e não poluente. A empreiteira vencedora estipulou o preço de 40 reais por 2 
m construído, tomando por base a área externa da cisterna. O modelo de cisterna 
pedido no processo tem a forma de um cilindro com uma cobertura em forma de 
cone, conforme a figura abaixo. 


L | 


Am 
Considerando que a construção da base das cisternas deve estar incluída nos custos, 
é correto afirmar que o valor, em reais, a ser gasto pela prefeitura na construção das 
100 cisternas será, no máximo, de (use z = 3,14): 
a) 100.960 b) 125.600 c) 140.880 d) 202.888e) 213.520 


20) (UFPB-13) Um tipo comum de garrafa plástica usada atualmente tem um 
formato de cilindro circular reto, na sua parte inferior, e formato de tronco de cone, 
na sua parte superior (não considerando a tampa). 

O 


Capítulo 13. Cone. 
Certa indústria de refrigerantes encomendou a confecção de uma garrafa, do tipo 
descrito e ilustrado ao lado, que atendesse às seguintes especificações: 
* O volume da garrafa, não considerando o volume da tampa, deveria ser de 2 litros. 
* O volume da parte superior (tronco de cone) deveria ser 21,5% do volume da 
garrafa. 
* A altura da parte inferior (cilindro) deveria ser de 20cm. 
Com base nas especificações apresentadas, é correto afirmar que o raio, em 
centímetros, da parte inferior da garrafa é aproximadamente de: 
USE 1=3,14 
a) 4,5 b)5 с)5,5 d)6 е) 6,5 
21) (Fuvest-91) Considere um triángulo retângulo com hipotenusa a e catetos b e c. 
Sejam Va, V,, V; os volumes dos sólidos gerados pela rotação do triângulo em torno 
dos lados a, b e c respectivamente. 
a) Calcule Va, V, e V, em função das medidas de a, be c. 
b) Escreva aV, em função de b, с, Vp, e V. 


E 


22) (UFC-99) Um ponto L dista 2r unidades de comprimento do centro de uma 
circunferéncia cujo raio mede r unidades de comprimento. A partir de L conduza 
duas tangentes à circunferência e denote os pontos de tangéncia por P e T. Então, a 
área lateral do cone circular reto, gerado pela rotagáo do triángulo LPT, tendo como 
eixo de rotação a mediana que parte de L, medida em unidades de área é: 

аул? Ь)3лг/2 Ji dm es 


23) (UNB-01) A aproximadamente 350 km de São Luís, na costa leste do 
Maranhão, o Parque Nacional dos Lençóis Maranhenses é um palco privilegiado. 
Com características pouco comuns nos ecossistemas aquáticos continentais 
brasileiros, a região conta com grande quantidade de lagoas, sendo a lagoa Azul a 
mais conhecida e visitada. Mesmo sendo uma das poucas que não secam durante o 
período de estiagem a lagoa tem algumas características que variam bastante ao 
longo do ano: a forma, a profundidade, o volume etc. A tabela abaixo mostra essas 
características em dois meses do ano de 1998. 


HIA 


passes et./98 Поу./98 
rea da superficie da água26.452.2 m'282,8 m? 
olume de água 12.272,1 113.8 m° | 
Profundidade máxima — |1,20 т „12т 
omprimento máximo p87 m [36,4 m 
largura máxima 129 m 13,8 m 
[perímetro 690 m 63 т 


Galileu, ago72000, p. 6 (com adaptações) 
Considerando as informações acima, julgue os itens que se seguem. 


(1) Os dados apresentados na tabela permitem concluir que o formato da lagoa Azul 
não pode ser o de um paralelepípedo retângulo. 

(2) Se, em nov./98, o formato da lagoa fosse o de um cilindro circular reto, com 
área da base e volume correspondendo aos valores apresentados na tabela, então a 
sua profundidade seria superior a 50% da profundidade máxima listada na tabela 
para aquele mês. 

(3) Sabendo que a área de uma elipse cujo eixo maior mede 2a e o eixo menor 
mede 2b é igual a лаһ, se a superfície da água da lagoa Azul fosse aproximada por 
uma elipse em set./98, então, tomando-se como base o comprimento máximo e a 
largura máxima dados na tabela, a área dessa elipse seria inferior a 30.000 m?. 

(4) Suponha que, em set./98, a lagoa Azul tivesse o formato de um tronco de cone 
circular reto, com base maior coincidindo com a superfície da lagoa e de área igual 
à mostrada na tabela. Se seu perímetro fosse reduzido, no período de set./98 a 
nov./98, na mesma proporção evidenciada na tabela, mantendo-se inalterado o 
formato e abaixando-se o nível da água apenas por evaporação, então, no período 
considerado, a área da superficie da água seria reduzida para um valor superior a 
282,8 т”. 


24) (Udesc-10) Considere um tronco de cone de volume igual a 3387 т, altura 
igual ao dobro do seu maior raio e geratriz que forma um ángulo œ com o plano da 
sua base. Se tga = 6, então o comprimento da geratriz é: 

e) V8 m 


а) 2/13 m b) V37 m c) V35 m d) V74 m 

25) (Udesc-12) Um recipiente de uso culinário com 16 cm de altura possui o 
formato de um tronco de cone reto (conforme ilustra a Figura 2) e está com água 
até a metade da sua altura. 


Figura 2: Recipiente culinário 
Sabendo que a geratriz desse recipiente é igual a 20 cm e que o diâmetro de sua 
base é igual a 4 cm, classifique as proposições abaixo e assinale (V) para verdadeira 
ou (F) para falsa. 
( ) O volume de água no recipiente corresponde à quarta parte da quantidade 
necessária para enchê-lo totalmente. 


( ) Se a água do recipiente for retirada à taxa constante de 28 cm” por segundo, 
então o tempo necessário para esvaziá-lo será superior a 20 segundos. 

( ) Para aumentar 4 ст do nível de água no recipiente, é necessário acrescentar 
mais 3647 cm” de água. 

A alternativa correta, de cima para baixo, é: 
a)()V-F-F b)OF-V-F 
d))F-F-V e)()V-V-F 


ӘОЕ-У-У 


26) (UEL-13) Considere uma lata, com о formato de um cilindro reto de altura h 
cm e raio r cm (Figura 1), completamente cheia de doce de leite. Parte do doce 
dessa lata foi transferido para dois recipientes (Figura 2), iguais entre si e em forma 
de cone, que têm a mesma altura da lata e o raio da base igual à metade do raio da 
base da lata. Considere também que os dois recipientes ficaram completamente 
cheios de doce de leite. 


Figura 1 
Desprezando a espessura do material de que são feitos os recipientes e a lata, 
determine quantos outros recipientes, também em forma de cone, mas com a altura 
igual à metade da altura da lata e de mesmo raio da lata (Figura 3), podem ser 
totalmente preenchidos com o doce de leite que restou na lata. Apresente os 
cálculos realizados na resolução desta questão. 


Observação: 

Na lata e nos recipientes completamente cheios de doce de leite, o doce não excede 
a altura de cada um deles e, na transferência do doce de leite da lata para os 
recipientes, não há perda de doce. 


27) (UEM-09) Um funil de metal será construído para fins industriais. A parte 
superior do funil tem a forma de um tronco de cone circular reto e a inferior tem a 
forma de um cilindro circular reto, como mostra a figura A abaixo. 


— 


| 


Figura B 

O tronco de cone tem raio da base maior R = 2m, raio da base menor r = 1 m e 
altura hi = 3 m. O cilindro tem altura h; = 2 m. Planificando-se a parte superior do 
funil, obtém-se uma folha de metal com a forma de um setor de coroa circular com 
ángulo central igual a а radianos, de raio maior G (em metros) e tal que a diferença 
entre os raios maior e menor é igual a g (em metros), como ilustrado na figura B 
acima. Considerando o exposto, assinale o que for correto. 

01) O cone reto que, quando seccionado por um plano paralelo à sua base, produz o 
tronco de cone da parte superior do funil tem altura H = 6 m. 

02) A folha de metal, ilustrada na figura B. em forma de um setor de coroa circular 


tem raio maior G = 2/10 m e ángulo central o E radianos. 


04) A área da superfície da parte superior do funil é igual a 27 m". 

08) A razão entre a capacidade volumétrica da parte superior do funil em relação à 
da parte inferior é igual a 9/2. 

16) A capacidade volumétrica do funil é Әлі. 


28) (UEM-10) Um reservatório de água tem a forma de um tronco de cone circular 
reto de bases paralelas. em que o raio da base menor mede 1,5 m. o raio da base 
maior mede 2 m e a distância entre a base menor e a base maior é de 2 m. O 
reservatório encontra-se suspenso, e a base menor, paralela ao solo, está mais 
próxima a este do que a base maior. A distância da base menor ao solo é de 8 m. 
Considere as seguintes informações: S é o cone que contém o tronco, V é o vértice 
de S, C, é o centro da base menor, C; é o centro da base maior, e A é um ponto 
qualquer fixado na circunferência da base maior. Considerando essas informações, 
que a quantidade de água dentro do reservatório tem Im de profundidade e que z = 
3,14 , assinale a(s) alternativa(s) correta(s). 

01) A distância de V até a base menor é de 6 m. 

02) O volume do cone S é de 321 m°. 


04) Se P é o ponto onde a reta AV intercepta o solo e Q é o ponto onde a reta C, V 
intercepta o solo, a distância entre P e Q é de 1 m. 

08) A superficie da água contida no reservatório determina um círculo de diámetro 
igual a 3,5 m. 

16) O volume de água no reservatório é de 127/748 m°. 


29) (UEM-11) O principal monumento da cidade de Maringá é a sua catedral, cuja 
altura é de 124 m, já incluída a cruz, que é de 10 m. A catedral possui o formato de 
um cone com, aproximadamente, 50 m de diâmetro externo e 40 m de diâmetro 
interno. Além disso, a geratriz do cone externo que delimita a catedral mede, 
aproximadamente, 116,7 m. Levando-se em conta esses dados e supondo a catedral 
formada por uma “casca” delimitada por dois cones de bases concêntricas e 
geratrizes paralelas e usando z = 3, é correto afirmar que 

01) a altura livre da catedral (distância entre a base e o ponto mais alto do teto) é 
superior a 80 m. 

02) a superficie lateral do cone externo que delimita a catedral é superior a 9600 
m°. 

04) em aglomerações estima-se o número de pessoas presentes, considerando que 
cada metro quadrado comporte 6 pessoas. Sendo assim, se o térreo da catedral, 
completamente vazio, pudesse ser livremente tomado por pessoas em uma 
aglomeração, poderia comportar mais de 8000 pessoas. 

08) a coroa circular, na base da catedral, delimitada pelos cones externo e interno, 
possui área inferior a 600 m°. 

16) se o cone externo que delimita a catedral fosse planificado teríamos um setor 
circular de ângulo superior a 45 graus. 


30) (UFPA-08) Um arquiteto planeja uma catedral cuja 
forma é um tronco de cone reto com altura de 90m, raio 
maior 90m e raio menor 60m. O tronco de cone é 
perfurado por um cilindro reto com raio 60m, cujo eixo 
é o mesmo do cone. Calcule o volume do espaço 
limitado pelo tronco de cone, o cilindro e o piso. 


31) (Mackenzie-09) Um frasco de perfume, que tem a forma de um tronco de cone 
circular reto de raios 1 cm e 3 cm, está totalmente cheio. Seu conteúdo é despejado 
em um recipiente que tem a forma de um cilindro circular reto de raio 4 cm, como 


mostra a figura. 


Ші! и 


Capítulo 13. Cone 


аст 


Se d é a altura da parte não preenchida do recipiente cilíndrico е, adotando-se x = 3, 


o valor de d é 
a) 10/6 b) 11/6 c) 12/6 d) 13/6 e) 14/6 


32) (Unesp-08) Seja C um cone circular reto de altura H e raio R. Qual a altura h,a 
medir a partir da base, tal que a razão entre os volumes do cone e do tronco de 


altura h do cone seja 2? 
a» эн on а ( Hir 
yA b 22H o a [155 


|н е) p 


33) (Unesp-14) A imagem mostra uma taca e um copo. A forma da taça é, 
aproximadamente, de um cilindro de altura e raio medindo R e de um tronco de 
cone de altura R e raios das bases medindo R e r. A forma do copo é, 
aproximadamente, de um tronco de cone de altura 3R e raios das bases medindo R 


e2r. 


Sabendo que o volume de um tronco de cone de altura h e raios das bases B e b é 


inh +B.b+b?) e dado que У65- 8, determine o raio aproximado da base do Е-е 


copo, em função de R, para que a capacidade da taça seja 2/3 da capacidade do 
copo. 


34) (UFU-12) Considere um balde para colocação de gelo no formato de um tronco 
de cone circular reto apresentando as medidas indicadas na figura a seguir. 
R ст (raio da base maior) 


“eixo de simetria 
Como é muito dificil calcular o volume exato da pedra lapidada, podemos 
aproximá-lo pela soma do volume de um tronco de cone (parte superior) com o de 
um cone (parte inferior). Determine, nesse caso, o volume aproximado do brilhante. 


he 12 cm (altura) 
38) (Ciaba-94) Um cone está circunscrito a uma esfera de raio 4 cm. Sendo 12 cm o 


raio da base do cone, a altura do cone é: 
a)16/3cm  b)9cm с) 3/2 ст d)20/3cm е) 8cm 


39) (Ciaba-94) Um recipiente tem a forma de um cone invertido, como mostra a 
figura. A altura do cone é 2 dm e o raio da base é 1 dm. O recipiente está com água 
k até a metade de sua capacidade. A distância do nível da água ao vértice em, dm, é: 
r= 3 em (raio da vase 
menor) 
Considerando que esse balde esteja com 25% de sua capacidade ocupada com gelo 
derretido (água) e, consequentemente, com volume de água igual a 0,097 litros, 
qual é o valor (em cm) do raio da base maior R? 
a) 8,5 b)9 c)8 d) 7,5 


= 


35) (Fuvest-96) As bases de um tronco circular reto são círculos de raio 6 cm e 3 
cm. Sabendo-se que a área lateral do tronco é igual à soma das áreas das bases, 
calcule: 

a) a altura do tronco de cone; 


b) o volume do tronco de cone. 
= - к x de dois cones eqüiláteros de alturas h e 2h 
36) (URFN-97) O tronco de um cone circular reto tem raio da base R, altura 2R e n (AFA-98) A razão entre os volumes de doi eq 


raio da seção superior R/3. Calcule seu volume em função de R. [== a2 b)1⁄4 oU6 dus 


y 
„® b) Ya 93 at ө4 


37) (Unicamp-12) Um brilhante é um diamante com uma lapidação particular, que 
torna essa gema a mais apreciada dentre todas as pedras preciosas. 

a) Em gemologia, um quilate é uma medida de massa, que corresponde a 200mg. 
Considerando que a massa específica do diamante é de aproximadamente 3,5p/cm', 
determine o volume de um brilhante com 0,7 quilate. 

b) A figura abaixo apresenta a seção transversal de um brilhante. 


aaa 


41) (AFA-00) Seja um tronco de cone reto com altura h e bases de raio Re r (R > 
r). Retira-se desse sólido um cone reto invertido com base coincidente com a base 
menor do tronco e altura h. Se o volume do sólido resultante é igual ao volume do 
sólido retirado, então 

аук tRr-r-0  b)R?+Rr-2°=0 

c2RÉ-Rr-r?-0  d)2R*+Rr-2 


Capítulo 73. Cone 
42) (Ciaba-11) Um hexágono regular de lado igual a 8 cm está inscrito na base de 
um cone de revolução de volume igual a 1287 cm”. A razão entre a área total do 
cone e a área total de um cilindro, com o mesmo volume e a mesma base do cone, é 
de 
а)0,3 b) 0,6 с)0,9 4d)027 e)036 
43) (AFA-02) A área total do sólido gerado pela rotação do polígono ABCDE em 
torno do eixo y, que contém o lado АЕ, é, em m, igual a 


Dados: 


а) 1447 D c 
b) 1507 


с) 1681 


d) 1707 


44) (EsPCEx-99) A razão entre a altura de um cilindro reto e a altura de um cone 
circular reto, de mesmo volume, é igual a 1/3. Sendo R o raio do cilindro e r o raio 
do cone, pode-se afirmar que 

a)R-r9 b)R=r/3 c)R=3r d)R-r e)R=2r 


45) (EsPCEx-10) A figura abaixo representa a planificação de um tronco de cone 
reto com a indicação das medidas dos raios das circunferências das bases e da 
geratriz. A medida da altura desse tronco de cone é 


com 


Desenho fora de escala 
a) 13 cm b)iZem с) Ист d)l0cm e)9cm 


46) (EsPCEx-98) O sólido geométrico abaixo é formado por dois cones circulares 
retos de mesma base. Sabendo-se que a seção que contém os pontos A e B é 
paralela à base comum dos cones e divide todo o sólido em duas partes de igual 
volume, então o valor de x° + y? é: 


|| 


a) 96 b) 128 с) 144 4) 162 е) 248 


47) (EsPCEx-96) Um trapézio isósceles, cujas bases medem 2 ст e 4 cm e cuja 
altura é 1 cm, sofre uma rotação de 180º em torno do eixo que passa pelos pontos 
médios das bases. O volume, em em”, do sólido gerado por essa rotação é: 


а)4л/2 Ы) 52/3 с)2л 0) 7л/3 e)8m3 


48) (EsPCEx-12) Um recipiente em forma de cone circular reto, com raio da e 
e altura h, está completamente cheio com água e óleo. Sabe-se que a superfície de 
contato entre os líquidos está inicialmente na metade da altura do cone. о 
recipiente dispõe de uma torneira que permite escoar os líquidos de seu interior, 
conforme indicado na figura. Se essa torneira for aberta, exatamente até o instante 
em que toda água e nenhum óleo escoar, a altura do nível do óleo, medida a partir 
do vértice será 


h 
d 
Figura fora de escala 
Im X7h An „эһ y Bh 
a) b) 9 d) D 
2 3 2 2 3 


47) (TA-71) Dado um cone reto de geratriz g e altura h. calcular a que distância da 
vértice deveremos passar um plano paralelo à base, a fim de que a secção obtida 
seja equivalente à área lateral do tronco formado. 


ПЕ ТЕПТЕ o) Jg? - Je? -h*; 
d) Jh? -gyg? - h^; 


50) (ITA-72) O volume do sólido gerado іа i 
I por um triángulo, que 
sua hipotenusa cujos catetos sáo 15 cm e 20 cm, é: E Parana 
a) 1080л cm? Б) 960 cm? с) 1400ст? 4) 16001 cm? 
€) nenhuma das respostas anteriores 


e) N.d.r.a. 


51) (ITA-75) As medidas dos catetos de um triángulo retângulo são (sen x) cm e 
(cos x) em. Um estudante calculou o volume do sólido gerado pela rotação deste 
triângulo em torno da hipotenusa, e obteve como resultado л cm”. Considerando 
este resultado como certo, podemos afirmar que: 


а)х=л/6 b)x-m/3 с)х-л/4 d)x=7/5 e)nda 


52) (ITA-81) Qual o volume de um cone circular reto, se a área de sua superfície 
lateral é de 247 ст? e o raio de sua base mede 4 cm? 

a) 16420 1/3 cm? b) V24 1/4 cm? с) V24 1/3 ст? 

d) 8/24 1/3 ст? e) V20 1/3 ст? 


53) (ITA-87) Considere um trapézio isósceles de altura igual à base menor e de 
e кыы ү? ao triplo da menor. Sendo / a medida de cada um dos lados não 
paralelos, calcule o volume e a área do sólido gerado pela rotação ci 

trapézio em torno de sua base maior. n айшы 


54) (ITA-15) Uma taça em forma de cone circular reto contém um certo volume de 
um líquido cuja superfície dista h do vértice do cone. Adicionando-se um volume 
idêntico de líquido na taça, a superfície do líquido, em relação à original, subirá de 


а) Y2-h. b) 2-1. c) (2-1). d) h. 95 


55) (ITA-93) Sabendo-se que ит cone circular reto tem 3 di i 

m d : 
área lateral, o valor de seu volume em dm” é: dmn 
а) т b) 15x с) 36x d) 20x e) 127 


із 


кош 
E 
em 
Em 
E 


ú 


2 


56) (ITA-92) Num cone de revolução, о perímetro da seção meridiana mede 18 cm 
e o ángulo do setor circular mede 288º. Considerando-se o tronco de cone cuja 
razão entre as áreas das bases é 4/9, então sua área total mede: 


2d cm? с) 19а cm? d) mu cm? e) n.d.a. 


a) 16z cm? b) 


57) (ITA-98) Considere um cone circular reto cuja geratriz mede 45 ст ео 
diâmetro da base mede 2 ст. Traçam-se п planos paralelos à base do cone, que o 
seccionam determinando n + 1 cones, incluindo o original, de modo que a razão 
entre os volumes do cone maior e do cone menor é 2. Os volumes destes cones 
formam uma progressão aritmética crescente cuja soma é igual a 27. então, o 
volume, em cm”, do tronco de cone determinado por dois planos consecutivos é 


igual a: 

x 2n л 2n 

ES EE 11 a zs 
Mao IST 


58) (ITA-99) Num cone circular reto, a altura é a média geométrica entre o raio da 

base e a geratriz. A razão entre a altura e o raio da base é: 
E X Ys-— 

a25 SEENA ЫСЫН 98 o 


2 2 3 


59) (ITA-01) O raio da base de um cone circular reto é igual à média aritmética da 
altura e a geratriz do cone. Sabendo-se que o volume do cone. Sabendo-se que o 
volume do cone é 128m'. temos que o raio da base e altura do cone medem, 
respectivamente, em metros: 

а)9е8 b)8e6 c)8e7 d)9e6 eJl0c8 

60) (IME-64) Um tronco de cone de revolução, de bases paralelas, tem a sua 
geratriz igual à soma dos raios das suas bases. Sabendo-se que a sua área lateral é 
igual a 66,56 cmè, e que a sua altura é de 4 cm, calcular o seu volume. 


61) (IME-70) O raio da base de um cone mede 2,5 metros e o volume 30 metros 


cübicos. Calcule: 
a) a superficie lateral do cone; 
b) o ángulo do setor obtido desenvolvendo a superfície lateral deste cone sobre um 


plano. 


62) (IME-78) Considere um cone de revolução de vértice V, altura h, tendo por 
base um círculo de centro O e raio r. No plano da base desse cone toma-se um 
ponto A, *a uma distância x do ponto O (x > r). Pelo segmento VA traçam-se dois 


planos tangentes contendo as geratrizes do cone VB e VC (B e C são pontos das 
geratrizes, a pertencem ao plano da base). 

a) Calcule em função de x, de h e de r o comprimento BC, e as distâncias dos 
pontos B e C ao segmento VA. 

b) Determine x de modo que o ângulo dos dois planos VAB e VAC seja reto. Qual 
a condição para que este problema tenha solução? 


63) (IME-84) Um triângulo equilátero ABC, de lado a, gira em torno de um eixo 
ХХ” de seu plano, passando por A sem atravessar o triángulo. Sendo S a área total 
da superfície gerada pelo triângulo e designando por 0, o ângulo XÁB pede-se 
determinar os valores de 0 para que: 

a) S seja máximo 

b) S seja mínimo 

с)5- Зла? 

Descreva o sólido obtido ет cada um dos três casos. 


64) (IME-89) Um cone tem por vértice um ponto A de uma esfera, de centro O e 
raio r, e por base o círculo de interseção da esfera com um plano perpendicular à 
reta OA, em um ponto H, situado a uma distância x do vértice A. Calcule, em 
função de r e x: a) o volume do cone; b) a superfície lateral do cone. 


65) (IME-90) Dois círculos de raio R e r são, ao mesmo tempo, bases de um tronco 
de cone e bases de dois cones opostos de mesmo vértice e mesmo eixo. Seja K a 
razão entre o volume do tronco e a soma dos volumes dos dois cones opostos e seja 


ma razão 103 Determine т em função de К. 
r 


66) (IME-91) Seja um cone reto de base circular, vértice V, altura h e raio da base r 
e seja ABC um triângulo equilátero circunscrito à base do cone. Pede-se: 

a) Determinar a relação entre h e r para que o tetraedro, com vértices VABC, seja 
regular. 

b) Satisfeitas essas condições, calcule, em função de r, o volume limitado pela 
superfície do cone, pelo plano de sua base e pelos dois planos tangentes que passam 
pela aresta VA. 


67) (ІМЕ-94) Seja C um semi-círculo com centro O e diâmetro PQ = 2л. sobre o 
segmento OP, toma-se um ponto N tal que ON =x, 0 < x < r. Por N traça-se uma 
reta perpendicular a PQ que encontre o semi-círculo em M. A reta tangente ao 
semi-círculo em M corta a reta PQ em um ponto T: 

a) Calcule, em função de r e x, o volume V; gerado pela rotação do triángulo MPQ 


em torno de PQ. 


ши 


L 
|; 


THU 


. Cone 
b) Calcule, em função de r e x, o volume V; gerado pela rotação do triângulo MPT 
em torno de PQ. 


c) Considerando a razão y = = quando x varia no intervalo [0 , r], faça o esboço 
1 
do respectivo gráfico. 


68) (IME-83) São dados duas superfícies cônicas de revolução, congruentes e de 
eixos paralelos. Seccionam-se essas duas superfícies por dois planos ле л’ 
perpendiculares ao eixo de revolução, passando cada qual pelo vértice de uma das 
superfícies. Designam-se por (c) e (c`) os cones resultantes situados entre dois 
planos. Seja h a distância entre л e т”. Cortam-se (c) e (c^) por um terceiro plano o, 
paralelo a x е л”, a uma distância variável x de л. 

a) Mostre que a soma dos perímetros das seções (k) e (k”), determinadas por o em 
(c) e (c”) é constante. 

b) Determine x de forma que a soma das áreas das duas seções (К) e (I^) seja igual 
ao produto de um número real m pela área base de um dos cones (c) ou (c°). Entre 
que valores poderá variar m? 


69) (IME-51) O setor circular representado na figura abaixo é a superfície lateral 
planificada de um cone reto de base circular. Determinar o volume do cone. 


фп 16 cm utl: 


к. аА 
2` 7 radinnos 


70) (ITA-58) Um tronco de cone reto tem bases circulares de raios R e r. Qual a 
altura para que a superficie lateral seja igual à soma das superficies das bases? 


Esfera 


14.1. DEFINIÇÃO: Esfera é um sólido limitado por uma superfície curva de 
revolução que tem todos os pontos igualmente distantes de um ponto interior 
chamado centro. Pode-se também definir esfera como sendo resultado da rotação de 
um semicírculo ao redor de seu 
diâmetro. A superfície esférica é 
resultado da revolução de uma 
semicircunferência em torno do 
diâmetro. 

A figura identifica os 
principais elementos de uma esfera. 
Em destaque está o raio, distância 
entre o centro da esfera e um ponto 
qualquer de sua superfície. 
| Perceba а sutil diferença 
existente entre os conceitos de esfera e superfície esférica, semelhante à diferença 
entre círculo e circunferência. Esfera é o lugar geométrico dos pontos que estão a 
uma distância menor ou igual a R (raio da esfera) de um ponto fixo (centro da 
esfera). Por outro lado, a superfície esférica é o lugar geométrico dos pontos que 
estão a uma distância R (raio da esfera) de um ponto fixo (centro da esfera). Em 
pia palavras, na esfera os pontos internos da superfície esférica fazem parte do 
sólido. 


polo norte 


2253 


meridiano 


paralelo 


eixo polar 


14.2. VOLUME DA ESFERA 

| Considere uma esfera de raio r. Um outro sólido é construído retirando-se do 
interior de um cilindro reto (de raio de base igual a r e altura 2r) dois cones, como 
ilustrado na figura, ambos retos de raio de base r e altura r. O vértice comum dos 
cones coincide com o centro do cilindro original. 


іші 


А 


Hi 


ТІЛІ 


валі 14. Esfera 

Seja a um plano paralelo às bases originais do cilindro. Este plano intersecta a 
esfera determinando sobre esta uma seção circular. A interseção do plano а. com 
sólido determinação uma coroa circular, conforme indicado na figura. 

Supondo que o plano a está à distância h do centro da esfera e do centro do 
sólido. Deste modo, o raio s da seção circular de а sobre a esfera vale 5 = үг? -h° . 
Assim, a área deste círculo é igual a S, = n$? = z(r — h°). 

Por semelhança de triângulo, tem-se que o raio interno da coroa circular é h. O 
raio externo da coroa circular, independentemente do plano о, vale г. Logo, a área 
desta coroa circular é S> = z(r — h^). 

Conclui-se, portanto, que para qualquer plano « paralelo às bases originais do 
cilindro, tem-se S, = 5. Pelo princípio de Cavalieri, segue que o volume da esfera é 
igual do sólido: 


nr? 


2 1 2nr 
-л?2г- улгт =2лг? "= Van = 


Vesera = Veitindro — 2- Vene. 


14.3. ÁREA DA SUPERFÍCIE ESFÉRICA 


1º demonstração: | 
E Suponha uma esfera de raio R. Na 


superfície desta esfera considere uma região 
circular muito pequena de área S. Como o círculo 
destacado possui área muito pequena, pode-se 
considerar que o sólido determinado por S e o 
centro da esfera é um cone de altura R e base S, 
cujo ángulo de abertura é infinitesimal. Fazendo 
a união de todos estes infinitos possíveis cones 
infinitesimais obtém-se todo o volume da esfera. 
Assim: 


1 R 
Ума» = 22 Vene = К T3254 


Por outro lado, observe que a soma de todas as áreas S das regiões circulares, 
tomadas ao longo da superficie da esfera, é igual a própria área da esfera: 


Age Es 
3 $ 


> бшш, = MR? 


esfera 


2º demonstração: 


Considere uma semi-esfera de raio R, cuja 
seção meridional está ilustrada na 1º figura ao 
lado. Dois planos intersectam a semi-esfera, 
paralelamente à base da mesma, caracterizados 
Á pelos ângulos 0 e 0 + A0 (em relação ao centro da 

Ei esfera), determinando o sólido da 2º figura. Seja / 


o comprimento do arco equivalente ao ângulo A0 
na seção semi-circular mostrada na 1º figura. 
Sabe-se que £ = A0.R. 
Seja x o raio da seção determinada pela 
t intersecáo do plano relativo ao ángulo 0 e a semi- 
esfera. Projetando R na horizontal tem-se que 
x=R.cos 0 
Supondo que A0 é um ángulo muito pequeno, pode-se considerar que o arco 
relativo ao ángulo A0 é um segmento de reta de comprimento / = A0.R. Deste modo, 
pode-se identificar um triângulo retângulo cuja hipotenusa é £, muito pequeno, que 
está ampliado na 3º figura. Com tudo que foi exposto anteriormente, pode-se supor 
que a 2º figura é a superfície de um tronco de cone de geratriz ( e cujas bases 


possuem raios iguais a R.cos 0 e R.cos (0 + A0). 
A área lateral desta superfície de tronco de cone vale 


S = n[R.cos 0 + R.cos (Ө + A0)]£ 
Como A0 é pequeno comparado com 0 segue que 0 + A0 = 0. Logo: 


S=27R.cos 0./ = 2nR(/.cos Ө) = 2xR.Ah 


Assim, foi demonstrado que a área lateral da 2º figura é proporcional a Ah. 
Deste modo, para Ah = R tem-se a área lateral de uma semi superfície esférica: 
Saemi superficie esférica = 2nR?. Como a área da superfície esférica é o dobro da área da 
semi superfície esférica de mesmo raio: 


Se superficie esférica = STR? 
Observação: O resultado que a porção da área de uma superfície esférica limitada 


por dois planos paralelos é proporcional à distância entre esses planos será usado 
para demonstrar a área da zona esférica. 
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14.4. PORÇÕES DA SUPERFÍCIE ESFÉRICA 


14.4.1. Fuso Esférico 


Fuso Esférico é o resultado da interseção de 
uma superfície esférica com um diedro cuja aresta 
contenha um diâmetro da superfície esférica. O fuso é 
caracterizado pela medida do ângulo o, medida do 
diedro. 

Perceba que a área de um fuso é proporcional a 
medida do ángulo а. Assim, a área de um fuso é: 

i) Se a medido em graus: 
amR? 


> Ato = 90 


о 
Аһ» =p etm 


> [Año =20R? 


esfera 


Zona esférica é a porção da superfície 
esférica limitada por dois planos paralelos. 
Também pode ser definida pela rotação de um 
arco de circunferência em torno de um diâmetro 
que não cruza o arco e nem passa por um de seus 
extremos. A zona esférica possui duas bases, 
ambas circulares, resultado da interseção dos 
planos paralelos com a superfície esférica. A 
altura da zona esférica é igual à distância entre 
suas bases. 


A expressão da área de uma zona esférica pode ser demonstrada utilizando um 
resultado intermediário da demonstração da área da esfera, onde conclui-se que a 
área da superficie da esfera limitada por dois planos paralelos é proporcional à 
distância entre os planos. 


Área _ Altura 
Бот, h = RS, h47R? — Sion =27Rh 
алк“ 2R 


Capítulo М. Esfera. 
14.4.3. Calota Esférica 

Uma calota esférica é o resultado da 
revolução de um arco de circunferência em torno 
de um diâmetro cujo único ponto de interseção 
com o arco é um dos extremos do arco. 

Para caracterizar uma calota basta indicar a 
sua altura, equivalente à maior distância do centro 
da base da calota a um ponto da superfície da 
calota. Na verdade, perceba que a interseção de 
um plano em uma superfície esférica gera duas 
calotas esféricas. Na figura ao lado está hachurada 
apenas uma das calotas, porém é imediato 


identificar outra de altura 2R — h. M 

Uma calota esférica também pode ser interpretada como uma zona esférica de 
uma única base. Para tanto, basta supor que, além do plano a secante à superfície 
esférica, existe outro plano f, paralelo а œ, tangente à superficie esférica. Como a 
área da porção da superficie esférica limitada por dois planos paralelos é diretamente 
proporcional à sua altura, segue que 


Бышы = 27Rh 


14.5. PORÇÕES DE UMA ESFERA 


14.5.1. Cunha Esférica um 
Cunha esférica é região limitada por uma esfera e por 


um diedro cuja aresta contém o diámetro da esfera. Para 
caracterizar uma cunha basta determinar o ângulo а do 


diedro. y 
É imediato observar que o volume da cunha esférica 


é proporcional ao ângulo «. Assim, o volume da cunha 
esférica é dado por: 
i) Se a medido em graus: 


a 
Vasa 360 Veta. > Vosa 573707 


ii) Se a medido em radianos: 
M 2 v. 


аша 252 Veta > У.а 


Considere uma circunferência de centro O e, 
nesta circunferência, destaque um setor circular. Um 
setor esférico é um sólido gerado pela rotação do setor 
circular em torno de um diâmetro que não intersecta o 
arco do setor circular ou cujo único ponto de 
interseção com o arco é um de seus extremos. O caso 
em que o diâmetro não intersecta o arco do setor 
circular está representado na 1º figura ao lado e o caso 
em que o diâmetro passa por um extremo do setor 
circular está representado na 2º figura. 


14.5.2. Setor Esférico 


Outra forma de obter a 1º figura é fazendo dois 

planos paralelos intersectarem uma esfera e, da região 
da esfera limitada pelos planos, retirar os dois cones 
cujas bases são as interseções dos planos com a esfera 
e cujos vértices coincidem com o centro da esfera. Na 
2* figura, o setor esférico pode ser obtido reunindo ao 
menor sólido determinado pela interseção de um plano 
em uma esfera o cone cuja base é a interseção do plano 
+ com a esfera e cujo vértice é o centro da esfera. 
O cálculo do volume do setor esférico para os dois casos citados acima é 
idêntico. Tome um círculo muito pequeno, de área S, na superfície do setor esférico, 
como indicado nas figuras ao lado. Cada ponto deste círculo deve ser unido com o 
centro da esfera original. Como a área S é bem pequena pode-se supor que o sólido 
gerado pela união de todos os pontos de S com o centro da esfera é um cone de área 
de base S e altura igual a R. Perceba agora que fazendo a união dos volumes de 
todos os possíveis cones assim determinados tem-se o volume do setor esférico. 
Logo: 


1 R 
A ЫЫ 2555-28 
Na 1º figura Xs representa a área da zona esférica correspondente e na 2* 
figura Ys representa a área da calota esférica correspondente ao setor esférico. 


Assim: 


Vas S orrn) EU -Žarn 


Capítulo H, Esfera 
14.5.3. Segmento Esférico de Duas Bases 

Segmento Esférico de Duas Bases é a 
porção do volume de uma esfera limitada por 
dois planos paralelos, ambos secantes à esfera. As 
duas bases são círculos, originados da interseção 
dos planos com a esfera. Suponha que as bases 
possuam raios ri e r>, que a altura (distância entre 
os planos paralelos) do segmento seja h e que a 
esfera original possui raio R. 

O volume de um segmento esférico pode 
ser obtido pela soma dos volumes do setor 
esférico correspondente à mesmas bases com os 
cones cujas bases são as interseções dos planos com a esfera e cujos vértices 
coincidem com o centro da esfera. Portanto: 


V, 


segmento 


2 1 1 x Я 
Е ле =s AR + 2(R2 —h?)hi + 2(R2 —h3)h,] = 


=T[4R?h + 2R?h; - nj + 2R7h; -h) |=“ ав +2R2(hi «h;) - (hi +h3) |= 
6 6 A 


=Z 6R?h - 2t + hh? -hih +05) |= Y| or? -2n әһв, -28]- 
6 VY 6 j 
- Ph [sg -hD)+3(R2 h) е2, en] = 


zh 
Же Er ++] 


Obs: A demonstração apresentada contempla apenas a situação em que as bases 
pertencem à hemisférios distintos, ou seja, no caso em que h = hi + h>. Pode-se 
também analisar o caso em que as bases pertencem ao mesmo hemisfério, quando 
h = |h — hj, onde chega-se ao mesmo resultado encontrado. Esta outra 
demonstração fica a cargo do leitor. 


ы, Capitula 14 Esfera | 
14.5.4. Segmento Esférico de Uma Base 
Quando um plano secciona uma esfera sáo 
determinados dois sólidos, cada um deles 
denominados de Segmentos Esféricos de Uma 
Base. O raio da esfera original e a máxima 
distância entre a seção circular e um ponto da 
superfície esférica (denominada de altura) 
determinam o segmento esférico de uma base, 
como ilustrado na figura ao lado. 


Relação Fundamental; 
No triângulo destacado da figura ao lado 
tem-se: К? = г? + (Е В) =r +R?-2hR+h > т = ОК), 


Área Total: Ашы = Acao + Atac = 27Rh +z -2nRh + nh(2R-h) > 
Аы = тА — h) 


Volume: 

Um Segmento Esférico de uma Base pode ser interpretado como um Segmento 
Esférico de duas Bases onde uma das bases possui raio igual a zero, Assim, fazendo 
rı = r er = 0 segue que: 


Veneno = 2e +] = (вак -A en] = veas ¿ni (aR №) 


14.5.6. Anel Esférico 
Anel esférico é o sólido determinado pela 

rotação de um segmento circular em torno de um 

diâmetro que não intercepta o segmento ou que o 

intercepta em um de seus extremos. O volume de 

um anel esférico vale: 

ж ү, 


anel = MA ete (асо 7 Моод йе есе = 


š EE een] +» EE 


“a =) +0] = 


14.6. TEOREMA DE PAPPUS-GULDIN 14.6.1.2. Área da Superfície Esférica 


São assim denominados porque foram originalmente descobertos pelo i | 
matemático grego Pappus de Alexandria е redescobertos па Europa por Paul Guldin. De modo a aplicar o teorema de Pappus-Guldin para 
calcular a área de uma superficie esférica, deve-se 
inicialmente determinar o centro de gravidade de uma 
semicircunferéncia de raio R. Esta semicircunferéncia será 
rotacionada em torno de um eixo que passa pelos extremos 
da semicircunferência. Dividindo a semicircunferéncia em n 
arcos iguais e unindo os pontos que delimitam os arcos 
obtém-se n segmentos de reta, conforme indica a figura ao 
lado, para n = 6. Os centros de gravidade de cada segmento 


* ° Teorema 1: A área S de uma superfície de revolução é 

1 dada por S = L.C, onde L é o comprimento da curva 
Ч geratriz е C é a distância percorrida pelo centróide 
114954 ч dessa curva em uma rotação completa. 


i Sendo d a distância do centro de gravidade (CG) 
I da curva ao eixo tem-se que C = 2zd. 
8: Se L é o comprimento da curva, segue que: 


são seus respectivos pontos médios. Além disso, os 
triângulos determinados pelo centro O e por cada segmento 
S=21.d.L de reta são todos isósceles e congruentes entre si. Traçando- 
se a altura de cada um destes triângulos dividi-se o ângulo 


raso da semicircunferência em 2n ângulos iguais a 0, ou seja, 


Teorema 2: O volume V de um sólido de revolução é 
dado por V = S.C. Onde S é a área da superfície geratriz e 
C é a distância percorrida pelo centróide dessa área em 


? " 
i 6 =Æ. O comprimento da altura de cada um dos n triángulos 
i 2n 

70 t] uma rotação completa. 


é igual a R.cos Ө. Se L,, 1 < i < n. é o comprimento de cada segmento de reta, tem-se 


que Li = 2R.sen Ө. і MU 
A coordenada x do centro de gravidade dos n segmentos de reta é determinada 


Sendo d a distáncia do centro de gravidade (CG) da da seguinte maneira: 


i 
' 
as superfície ao eixo e S a área da superfície, conclui-se que: 
+ хы +x,.L, +x; L, XL, 
xç = Yu 
(R.cosOsenO2R send) +(R.cos0sen30X2R.sen0)+...+(R.cos@sen(n—1)0X2R.sen0) 
x= SL 
x QR?.cos0.sen0)[senO + sen30 + ѕеп50 +... + sen(n - 1)0] 
ег! Т, 
(22.с050, „sei W 2sen30.sen + 25еп50 ѕеп +... + 2sen(n — 1)0.senO] 
ч 26 (У) 
(R2.cosO)[cos0— 20676 +0025 — сов46 + gos Ó — cos +... + соз 201170 —cos 210] 
Mg > 
. _ 2R'.cos0senno _ _ 2R2_cos(z/ 2n)sen2 (z / 2) НИ: 2R?.cos(x/2n) 


Xa = >L 205 Уц H Xu 


V=2rd.s 


14.6.1. Aplicações 


14.6.1.1. Área Lateral do Tronco de Cone 


Seja um segmento de reta de comprimento g, cujas 
extremidades distam r e R de um eixo. A rotação deste segmento 
em torno do eixo gera um tronco de cone de geratriz g e raios de 
base r e R. Sabe-se que o centro de gravidade G de um segmento 
de reta encontra-se em seu ponto médio. Por semelhança de 
R+r 


triângulo segue que a distância de G ao eixo vale хс = 


Aplicando o teorema de Pappus-Guldin: 


S-2nxo Loan tg = S=ng(R +r) 


14.6.1.5. Volume do Tronco de Cone 

Seja um trapézio retângulo de altura h e bases iguais a re 
R. Este trapézio será rotacionado sobre o lado que é 
perpendicular às bases, gerando um tronco de cone. De modo a 
calcular o centro de gravidade G do trapézio deve-se dividir a 
figura em um retângulo e um triângulo. 
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Aumentando-se o valor de n tem-se que a união dos n segmentos de reta se 
aproxima da semicircunferência. Assim, fazendo n tender ao infinito segue que 


Ө =7/2n tende para 0 e NE tende para o perímetro da semicircunferéncia. Logo: 
2821 _2R 


x w 
MU UNE Eb 
p 


Aplicando o teorema de Pappus-Guldin: y Xretángulo Sretângulo + Xuriángulo triângulo E 
x E 
S-2nx,L-2n2R(uR) > S=4rR? CITE ko 
® ar nn 2208-0) 
14.6.1.3. Volume do Cilindro 2 3 EN 3 
Um retángulo de altura h e largura R será rotacionado em Srapéno 2 Sapsi 
torno de um eixo que passa por um de seus lado iguais a h. Esta г2 +R? + Rr-2r * _h(R + гаг?) 
rotação gera um cilindro de raio de base igual a R е altura h. O ЕЕН 5 Хонаро = 6 


centro de gravidade С de um retângulo é determinado pela 
interseção dos segmentos de reta que unem os pontos médios dos 
lados opostos do retângulo. Assim, tem-se que a distância хо do 
centro de gravidade ao eixo vale хс = R/2. 


Pelo teorema de Pappus-Guldin: 
V=2nxçS= 2n Rh = V-mRh 
14.6.1.4. Volume do Cone 


Pelo teorema de Pappus-Guldin o volume do tronco de cone é igual a: 


1 2 
= 2 MR +Rr+r*) UN 


У 227.Xg Sério 6 


vehe omen) 


6. Volume da Esfera 


A construcáo proposta neste caso é bastante semelhante 
à situação do cálculo da área da superfície esférica, com a 
única diferença que agora tem-se um semicírculo e não uma 
semicircunferéncia. Mais uma vez deve-se inscrever no 
semicírculo n triángulos isósceles congruentes, conforme a 


Iw» Considere um triângulo retângulo de catetos h e R que será 

rotacionado em torno do cateto h. Esta rotação gera um cone de 

altura h e raio de base R. O centro de gravidade G de um triángulo 

coincide com o baricentro do triángulo. Assim, G divide a mediana 

em relação a R na razão de 2 para 1. Logo, por semelhança de 
2h 


|! triângulos segue que: 50 i XIX c 
4 13 


figura ao lado, onde 0 ==. 
2n 


Sabe-se que o centro de gravidade de um triángulo 
coincide com seu baricentro. Como os triângulos são 
isósceles, pode-se determinar o baricentro tomando sobre a 
altura em relação à base, a partir do vértice O, uma distância 
igual à 2/3 de seu comprimento. 

Seja S; a área de cada triángulo (note que S, = S> =... = 
R Rh 2, 5,). A coordenada x do centro de gravidade G do semicírculo 
V=2mx¿S=12— > V= Еһ — y é dada por: 

3%2 3 _ XorSi t Xç2-S; +--+ Xon Sa _ SI(Xci + Xo; +-.-+ Xan) 


Pelo teorema de Pappus-Guldin o volume do cone vale: 


E >s YS 


R?sen20 \/ 2 
EE R.cos0.sen0 + SR cosósen3o ET ib R.cosOsen(n — vo) 
3 
Sa 


2 
55 


_ 2.R? зепӨ.соз? Ө (ѕепӨ + sen30 +... +sen(n —1)0) 


^n 555) 


O valor de sen O + sen 30 + 


gts 


+ sen (n — 1)0 já foi determinado na 
sen?ng 

senü ` 

2R^senÜ.cos'Osen'nü 2R^cos'0sen'(n/2) _ 2R3 cos? 0 


XXS)eW Es) Css) 


Aumentando-se o valor de n tem-se que a união dos n triângulos se aproxima 
do semicírculo. Assim, fazendo n tender ao infinito segue que 0 = л/2п tende para 0 
e Ys tende para a área do semicírculo. Logo: 


demonstração da área da superfície esférica e vale 


Assim: xg = 


x, = 2R1 In IR 
2 g 
зк 3n 


Aplicando o teorema de Pappus-Guldin: 


AR TR? 4 
Vz2nxgS-2n——— =—=R° 
а aD > V nin. 


Exercícios Zesolvidos 2 


1) (ІМЕ-08) А área de uma calota esférica é о dobro da área do seu círculo base. 
Determine o raio do círculo base da calota em função do raio R da esfera. 

Solução: 

Sendo r e h o raio da base e a altura da calota, respectivamente, e R o raio da 
superfície esférica que origina a calota, tem-se que: 

?лКһ-2лг <> Rh-r' -R-(R-h) > Rh-2Rh-h' <> h(h-R)-0. 
Comoh>0: h- R => г = КЁ ‚ои seja, a calota é um hemisfério, e sua base é, 
portanto, um círculo máximo da esfera, supondo que a calota não é degenerada. 


2) (Ciaba-15) Um astronauta, em sua nave espacial, consegue observar em certo 
momento exatamente 1/6 da superfície de um planeta. Determine a que distância ele 
está da superfície desse planeta. Considere o raio do planeta igual a 12800 km. 
a) 1300 km. b) 1500 km. c) 1600 km. d) 3200 km. e) 6400 km. 
Solução: Alternativa E 

r 


Sejam O o ponto está o astronauta, O o centro do planeta, 
A a interseção da reta tangente com o planeta e B o ponto 
de interseção do eixo do planeta que passa por P e o plano 
da base da calota. 


Sa AxR? R 
Sides ИЗҮ 2nRh- DW h- 3 
APAO ~ ААВо: 29-29 хан э 
` AO ВО R XR 
3 
=6400 km 


3) (ITA-05) A circunferência inscrita num triângulo eqüilátero com lados de 6 cm de 
comprimento é a interseção de uma esfera de raio igual a 4 cm com o plano do 
triângulo. Então, a distância do centro da esfera aos vértices do triângulo é (em cm) 
3935 b)6 95 д4 DES 

Solução: Alternativa C 

Sejam: 

К =raio da esfera 

r = raio da circunferência inscrita no triángulo eqüilátero. 

istância entre o centro da esfera e o plano que contém o triângulo. 

D = distância entre o centro da esfera e os vértices do triângulo. 


C 32 245; " i Capítulo 14. Esfera. 
ото o triângulo ё eqüilátero, o raio da circunferência inscrita é igual a um terço da 


altura: r = ius 45 


Como o centro da esfera, o centro do triángulo e um dos pontos de tangéncia da 
esfera com o triángulo formam um triángulo retángulo: 

R'=r+d > 16=3+0 > d=13, 

Como 9 centro da esfera, o centro do triângulo eqüilátero e um dos vértices do 
triângulo formam um triângulo retângulo: 
D'=(21+d?=12+13=25>D=5cm 


4) (Escola Naval-13) Considere dois cones circulares retos de altura H e raio da base 
1 cm, de modo que o vértice de cada um deles é o centro da base do outro. O volume 
comum aos dois cones coincide com o volume do sólido obtido pela rotagáo do setor 
circular, sombreado na figura abaixo, em torno do eixo /. O valor de H é, em cm, 


a)Q«J3)? Ы) 23r? 95 y d) 2° e) 4r 
Solução: Alternativa E 


O 2° sólido formado pela rotação é um setor esférico de raio r e altura h dada por: 


Capítulo 14. Esfera 


h=r.sen 30° = r/2 


2 3 
Assim: V, 2а Айин л) 
3 3 2413 
xH ar 3 
Como V; = У}: "SER > H=4r 


5) (ITA-11) Considere uma esfera О. com centro em C e raio r = бст e um plano » 
que dista 2cm de C. Determine a área da intersecção do plano У, com uma cunha 
esférica de 30º em Q que tenha aresta ortogonal a >. | 

Solução: 


O plano Y intersecta a esfera Q segundo um círculo de 


raio V6 -2* = 442 cm e centro О. Esse plano tem em 
comum com a cunha descrita um setor circular, AOB, de 


ângulo central igual ao diedro da cunha (30º = Sá que 
Y é ortogonal à aresta do diedro.Logo, a área pedida é: 


7 (4/2) 
s- 660) as, 


6) (ITA-07) Os quatro vértices de um tetraedro regular, de volume 8/3 cm, 
encontram-se nos vértices de um cubo. Cada vértice do cubo é centro de uma esfera 
de 1 cm de raio. Calcule o volume da parte do cubo exterior às esferas. 

Solução: 


As arestas do tetraedro formarão pares de diagonais reversas de faces opostas do 
3 
cubo. Sendo + a medida da aresta do tetraedro, tem-se: É EE > £-242cm 


Denominando a a medida da aresta do cubo: aV2 = ( - 2/2 =a = 2cm 
Assim, cada uma das oito esferas terá um octante no interior do cubo (e tangenciará 
outras trés). O volume pedido é igual ao do cubo menos o de oito octantes (uma 


esfera), resultando em: 2? En E (s- Jem? 


7) (ITA-08) Seja C uma circunferência de raio r e centro O e AB um diâmetro de C. 
Considere o triângulo equilátero BDE inscrito em C. Traça-se a reta s passando 
pelos pontos O e E até interceptar em F a reta t tangente à circunferência C no ponto 
A. Determine o volume do sólido de revolução gerado pela rotação da região 


limitada pelo arco AE e pelos segmentos AF e EF em torno do diâmetro AB. 


Solução: | 


Seja P a interseção de AB e DE. Os triângulos PEO e AFO são semelhantes. 
Como o lado do triângulo eqüilátero inscrito é r > Segue da semelhança que AF = 
2-PE = 5. E conveniente lembrar que o baricentro O do triángulo BDE divide a 
altura BP, os segmentos OB e PO, tais que OB = 2-PO. 

Quando a região pedida rotaciona 
em torno de AB, obtém-se um sólido 
que é a diferença entre um cone, de 
vértice O e raio da base AF, e um setor 
esférico, originado da revolução do 
setor circular AOE. Lembrando que o 
volume de um setor esférico é їл, 


em que h = РА é a projeção do arco АЕ 
sobre o eixo de rotação, conclui-se que 
o volume pedido é 


8) (ITA-10) As superfícies de duas esferas se interceptam ortogonalmente (isto é, 
em cada ponto da intersecção os respectivos planos tangentes são perpendiculares). 


Д 2 
Sabendo que os raios destas esferas medem 2ст е 3» respectivamente, calcule 


a) a distância entre os centros das duas esferas 
b) a área da superfície do sólido obtido pela intersecção das duas esferas. 
Solução: 
Sejam S, e S; as superfícies 
d esféricas consideradas. Considere-se 


um ponto P em S; A S; e os planos 
P 
ГА) 


ті € 75 respectivamente tangentes а 
Sı e a Sz por P. 
а) Como o ângulo O, ñ О; é reto, tem-se pelo Teorema de Pitágoras que: 


A seção reta de qualquer dos diedros 
formados рог л e m, passando por 
P, passa também pelos centros de S, 
€ S2, O, e О», nesta ordem. Gera-se, 
assim, o corte representado a seguir: 


= [2 pa DA(S 42 
d (Oi, 0) =/Ri+R3=,/2? 43) = em, que é a distância entre os centros. 


2 
A | 


b) Considerando-se as esferas limitadas por S; е S>, a área pedida corresponde à 
soma das áreas de duas calotas esféricas, uma em cada superficie esférica dada. 


Utilizando as notações do item anterior, seja PH a altura relativa à hipotenusa no 
triângulo РОО, com Hem 0,0,. 


Então: ОЏР? = 0,H.0,0, > ОН = Sem. Também, O,H = om. 


A altura de cada calota citada pode se obtida subtrativamente, a partir dos raios: 

2- 3 - Zi e EMER =>em, em S, e Sz, nesta ordem. Finalmente, lembrando que a 
51415 210 5 

área de uma calota de altura h contida numa superficie esférica de raio К é dada рог 


2 
2xRh, área solicitada é dada por: 2z(R;h;* R2h;) = 27 (:233)- E aê 


9) (ITA-12) Em um plano estão situados uma circunferência œ de raio 2 cm e um 
ponto P que dista 242. do centro de w. Considere os segmentos PA e PB tangentes 
a q nos pontos А e B, respectivamente. Ao girar a região fechada delimitada pelos 
segmentos PAePBe pelo arco menor AB em torno de um eixo passando pelo 
centro de o e perpendicular ao segmento PA, obtém-se um sólido de revolução. 
Determine: 

2) A área total da superficie do sólido. 

b) O volume do sólido. 


Solução: А 
e Inicialmente, note-se que os triângulos OPA e BOP são 


Н retângulos, em А е В, respectivamente, е isósceles, com 
catetos medindo 2 cm, sendo O o centro de o. 
a) A área total da superfície do sólido produzido é dada 
pela soma das áreas geradas pelas linhas: 
E PA: círculo de centro a e raio 2 cm; 
в 20) pp: superficie lateral de um cilindro de geratriz e raio da 
57724 base 2 cm; 

i AB: (superficie do hemisfério de centro O e raio 2 cm). 
{ Portanto, a área procurada vale: 
! 8,722! + 222.2 + 2.m.22 = 20n cm 
b) O volume solicitado é a diferença entre os volumes do cilindro e do hemisfério já 
mencionados. Então, o volume é: 


10) (ITA-14) Considere o sólido de revolução obtido pela rotação de um triângulo 
isósceles ABC em torno de uma reta paralela à base BC que dista 0,25 cm do vértice 


A e 0,75 cm da base BC. Se o lado AB mede Төн o volume desse sólido, 


em cn, é igual a 
9 13 7 9 11 
А B Ç D E 
O 36 0% Ox (9% O gg 


Solução: Alternativa C 


Seja H o ponto médio de BC. Como o triângulo 
ABC é isósceles, AH é altura. Sendo BC paralelo 


ao eixo, tem-se que AH = 0,75 — 0,25 = 0.5 


Daí, por Pitágoras: 
вн = ХАВ? АН? = 


Pelo 2º Teorema de Pappus-Guldin, о volume 
pedido é: 

V = 27.5.4, em que Sé a área do triângulo e d á a 
distância do baricentro do mesmo ao eixo. Como S = 


(pelo Teorema do Baricentro), segue que: 


v=20 | ШЕШ EXA ст 
4п (4 3) 24 


11) (ITA-14) Seis esferas de mesmo raio R são colocadas sobre uma superfície 
horizontal de tal forma que seus centros definam os vértices de um hexágono regular 
de aresta 2R. Sobre estas esferas é colocada uma sétima esfera de raio 2R que 
tangencia todas as demais. Determine a distância do centro da sétima esfera à 
superfície horizontal. 

Solução: 

Sabendo-se que o hexágono é regular, os triângulos formados 
pela união dos centros das circunferências e o centro do 
hexágono são equiláteros, logo sua diagonal maior mede 4R. 


Após a 7º esfera ser colocada, a união do seu centro com os 


centros das demais esferas forma uma pirâmide regular de 
aresta lateral 3R. 


Capítulo 14. Estora 


Utilizando o teorema de Pitágoras, conclui-se que a 
altura da pirámide(h) é: 


GR) =h?+(2R)}? = h=vV5R?° =RV5 


Logo, o centro da 7º esfera está a uma altura (H) dada 


ры рог: 
x CFRE) H-h«R = H=RV5+R > H-R(V5«1) 
zR 


12) (IME-07) Sejam C e C* dois círculos tangentes exteriores de raios r e e 
centros O е O*, respectivamente, e seja t uma reta tangente comum a Ce C “поз 
pontos não coincidentes А e А*. Considere o sólido de revolução gerado a partir A 
rotação do segmento AA* em torno do eixo OO*, e seja S a sua correspondente área 
lateral. Determine S em função de r e r*. 


Ба Pelo teorema de Guldin, a área pedida é tal que: 


S = 21.AA* d, 
em que d é a distáncia de M, médio de AA*, Ao. 
eixo OO*. 
No trapézio retângulo AA*O*O, de bases r e rt е 
com um lado oblíquo OO*, pode-se encontrar AA* 
por: 

(r- r*) = (г-ге) + AA* € AA* 22 rr 
Seja e o eixo radical de C e C*. Trata-se de uma 
reta perpendicular a ОО*, pelo ponto de 
Tangéncia T. O eixo encontra t em M, uma vez que 
M tem iguais potências em relação aos círculos, 
Portanto: 


d=MT=MA=MA+= АА 
Finalmente: S = 2л. 2 vrr *.vrr* = 4rrr* 


* 


сені ss 


1) (Unifei-10) Um cone de revolução e uma esfera são sólidos equivalentes e a 
altura do cone mede 1/3 do raio da esfera. Qual é a relação existente entre o raio 
desse cone (r) e o raio da esfera (R)? 


2) (UFBA-99) Duas esferas metálicas maciças, com raio гі = 3 cm e r, = 6 cm, 
são fundidas e molda-das em forma de um cone circular reto C, com altura igual a 
12 cm. Sendo: 

e Су o cilindro circular reto de mesma base e altura que С; 

* P a pirâmide quadrangular regular reta de base circunscrita à base de C e mesma 
altura que C; 

calcule o comprimento da circunferência de raio R igual ao quádruplo da razão 
entre os volumes de C, e P, indicando, de modo completo, toda a resolução da 
questão. 


3) (UFC-08) Duas esferas de raios iguais a r são colocadas no interior de um tubo 
de ensaio sob a forma de um cilindro circular reto de raio r da base e altura 4r. No 
espaço vazio compreendido entre as esferas, a superfície lateral e as bases, superior 
e inferior, do tubo de ensaio, coloca-se um líquido. Então, o volume desse líquido 


e 
a)2nr/3 b)3nr/A c)4nr/3 Dn е)4лг? 


4) (UFC-06) Um vaso em forma de cilindro circular reto tem medida de raio da 
base 5 cm, altura 20 cm e contém água até a altura de 19 cm (despreze a espessura 
das paredes do vaso). Assinale a alternativa na qual consta o maior nümero de 
esferas de aço, de 1 ст de raio cada, que podemos colocar no vaso a fim de que a 
água nào transborde. 
A)14 B) 15 C)16 D) 17 E)18 

5) (Ucpel-07) Enche-se um tubo cilíndrico de altura h = 20 cm e raio de base r = 2 
cm com esferas tangentes ao cilindro e tangentes entre si. O volume interior ao 
cilindro e exterior às esferas vale 
а) 1027/3cm° — b)80z/3cm с) 40лст? d) 160л/3 ст? е) 80л ст” 
6) (UFPR-11) Uma jarra de vidro em forma cilíndrica tem 15 cm de altura e 8 cm 
de diâmetro. A jarra está com água até quase a borda, faltando 1 cm de sua altura 
para ficar totalmente cheia. 

a) Se uma bolinha de gude de 2 cm de diâmetro for colocada dentro dessa jarra, ela 


deslocará que volume de água? 


Capítulo H. Estera 
b) Quantas bolinhas de gude de 2 cm de diámetro seráo necessárias para fazer com 
que a água se desloque até a borda superior da jarra? 


7) (UFRN-12) Um artesão produz peças ornamentais com um material que pode ser 
derretido quando elevado a certa temperatura. Uma dessas peças contém uma esfera 
sólida e o artesão observa que as peças com esferas maiores são mais procuradas e 
resolve desmanchar as esferas menores para construir esferas maiores, com o 
mesmo material. Para cada 8 esferas de 10cm de raio desmanchada, ele constrói 
uma nova esfera. O raio das novas esferas construídas mede 

А) 80,0ст B)142em  C)284cm  D)20,0cm. 


8) (UEL-10) Uma bola esférica de 16 cm de diâmetro está flutuando em uma 
piscina. A bola está com 4 cm de seu raio abaixo do nível da água. Qual é o raio da 
calota esférica imersa na água? 

a) 242 cm b) 342 cm c) 4/3 cm d)6cm e)8cm 


9) (UEM-13) Considere uma esfera, um cilindro circular reto e um cone, todos com 
o mesmo volume. Além disso, a altura do cilindro é igual à metade da altura do 
cone, e a altura do cone é igual ao raio da esfera. Assinale o que for correto. 

01) O raio da base do cone é menor do que o raio da base do cilindro. 

02) O raio da base do cone é igual ao dobro do raio da esfera. 

04) A altura do cilindro é igual ao diâmetro da esfera. 

08) A área da superfície da esfera é igual ao triplo da área da base do cilindro. 

16) Se o raio da esfera mede У cm, a geratriz do cone mede 5 cm. 


10) (Ucpel-10) Um cilindro circular reto de 6 cm de raio da base e 30 cm de altura, 
contém água até a metade de sua altura. Se colocarmos neste cilindro uma esfera de 
raio 3 cm. o nível da água sobe até 

a)27cm Ь)18ст c)lócm d)22,5cm e)21cm 


11) (FGV-08) As alturas de um cone circular reto de volume P e de um cilindro 
reto de volume Q são iguais ao diámetro de uma esfera de volume R. Se os raios 
das bases do cone e do cilindro são iguais ao raio da esfera, então, P — Q + R é igual 
a 

а)0 b)21/3 c)n d)41/3 e)2n 

12) (Unesp-13) Para confeccionar um porta-joias a partir de um cubo maciço е 
homogêneo de madeira com 10cm de aresta, um marceneiro dividiu o cubo ao 
meio, paralelamente às duas faces horizontais. De cada paralelepípedo resultante 
extraiu uma semiesfera de 4em de raio, de modo que seus centros ficassem 


localizados no cruzamento das diagonais da face de corte, conforme mostra a 
sequência de figuras. 


10cm 


Sabendo ауе а densidade da madeira utilizada na confecção do porta-joias era de 
0,85g/cm' e admitindo x = 3, a massa aproximada do porta-joias, em gramas, é 
A)636. В) 634.  C)630. D)632.  E)638. 


13) (Ciaba-95) Duas esferas maciças de raios гу e r> (r> > ri) são fundidas e com o 
material obtido é construído um cone circular reto maciço de altura r; — rj. O raio 


da base do cone mede: 
с) 24012 nnn nto? en-n 


а)2(п+г) b) 24r +r 
14) (Ucpel-06) A figura abaixo representa o corte longitudinal de uma garrafa. O 
bojo é uma esfera e o gargalo é um cilindro cujas dimensões são as da figura. 


Então o volume da garrafa é 
a) 4067/3 ст? b) 4122/3 ст? c) 4217/3 ст? d) 5561/3 ст? e) 5657/3 ст? 


15) (Furg-09) A figura mostra um círculo de área igual a 167 cm? obtido pela 


secção de um plano a com uma esfera. Se a distância do centro da esfera até o plano 
a é igual a 3cm, então, o volume da esfera é 


<A И Esfera. 


a) 4807/3 ст” b)2407/3 cm) с) 256л/3 ст? 4) 500л/3 ст? е) 6257/3 ст” 


16) (UFPE-12) O sólido ilustrado abaixo é limitado por um hemisfério e um cone. 
Sejam r o raio do hemisfério (que é igual ao raio da base do cone) e h a altura do 
cone. Acerca dessa configuração, analise a veracidade das afirmações seguintes: 


0-0) se h = 2г o volume do hemisfério e o do cone serão iguais. 

1-1) se h = 2r a área lateral do cone será igual a área do hemisfério (sem incluir o 
círculo da base). 

2-2) mantendo o valor de h e duplicando o valor de r o volume total duplicará. 

3-3) duplicando os valores de h e r a área total do sólido ficará multiplicada por 
quatro. 

4-4) parar=3 eh = 4, a área total do sólido é 337. 


17) (UEMO-13) Em uma pequena cidade do interior de Minas, é realizado, 
semestralmente, um corte de água durante um dia. Nesse dia, é feita uma 
manutenção na rede de água, e cada morador aproveita para lavar sua caixa d'água. 
A cidade possui 156 casas, cada uma delas com uma caixa d'água. As caixas são de 
diferentes formas: 

e 33 delas são no formato de uma semi-esfera de raio 2 m; 

e 62 são no formato de um cubo de aresta 10 dm; 

е as restantes são no formato de um paralelepípedo de 10 dm x 20 dm x 50 dm. 
Sendo assim, o prefeito da cidade resolveu montar um projeto para que, nesse dia, a 
prefeitura abastecesse todas as casas. 

O projeto consiste em construir, no alto da cidade, uma grande caixa d'água no 
formato de um cilindro que consiga abastecer todas as 156 caixas d'água da 


22) (UFPel-07) Todo sólido obtido através do movimento de rotação completa de 
uma região plana em torno de uma reta, sendo ambas no mesmo plano, é chamado 
sólido de revolução. Um giro completo na região hachurada, em torno da reta r, 
determina um sólido de revolução. É correto afirmar que o volume desse sólido é 
de 


pequena cidade, utilizando caminhões-pipa. No projeto, ficou determinado que a 
medida do raio da caixa d'água deve ser de 4 metros. 

Com base nas informações anteriores, DETERMINE a altura h da caixa d'água a 
ser construída pela prefeitura, capaz de abastecer, ou seja, encher completamente 
todas as caixas d'água da cidade, considerando que não houve perda de água na 
transferência para o caminhão e para as caixas e que o cilindro construído ficará 
vazio após abastecer toda a cidade. Utilize л = 3. 

A) 20 m. B)22m C)28m D)25m 


18) (UFPA-98) Calcule o volume do sólido obtido pela rotação da figura 
hachuriada em torno do eixo y 


10 


а) 751 ст". b) 81z em”. c) 57x cm”. d) 99л em?. е) 72л cm”. 


23) (UFU-11) Atualmente, ocorre um crescimento 
mundial no uso de gás natural. Segundo técnicos 


19) (UEPB-07) A área de um círculo máximo de uma esfera vale 81x dm”. O "S da área, entre os tanques utilizados; para, o 
armazenamento de gás, o de formato esférico é o 


volume dessa esfera é igual a: й; E dad fi bai с 
a)972ndm b)2916m dm: c)7297dm” d)263rdm? e)324x dm ШОН) recomendado; (уег figura vabaixo) СОНО 
qualquer tanque, esse também necessita ser 


20) (UEG-05) Dona Maria fez um único “brigadeirão” em forma de esfera para ipopecionado periodicamente para al provenção de 
lentes. Em geral, os tanques de armazenamento 


seus 8 netos. Para que cada um ficasse com a mesma quantidade de doce, resolveu z 55 cinta Š н НА que 
fazer a divisão em 8 brigadeiros pequenos, todos também em forma de esferas. Que o pa aos exemamene com L S M IER d 
fração do raio do “brigadeirão” deverá ser o raio da esfera de cada um dos 8 Li grito a corrosão. Sabe-se que 1/littotde аж тегов 
biigadeiras? Esc 6 т. Se cada tanque de uma refinaria for 
considerado como uma esfera de raio 2 m 
(desprezando as hastes de suporte vistas na figura), 
é correto afirmar que a quantidade máxima de 
tanques que podem ser pintados completamente, 
utilizando-se 200 litros de tinta, está entre 


21) (UFU-09) Dispõe-se de um cilindro maciço circular reto, feito de alumínio, 
cujo raio da base mede 4 cm e a altura 10 cm. Esse cilindro será derretido e com o 
material fundido serão fabricadas esferas de aço de raio 2 cm. Supondo que nesse 


rocesso não ocorra perda de material, então o número de esferas a ser fabricadas, a d 
ЕЕЕ BRI did utn 2)18e21 b)lI3e17 c)22e26 d)27e30 


A) 13 В) 15 сум D) 16 Sugestão: Utilize a aproximação z =3,1. 


Capítulo 14. Esfera. 
24) (UFAL-08) Um reservatório, na forma de um cilindro reto, está parcialmente 
preenchido com líquido. O volume de líquido é tal que, ao se colocar uma esfera 
sólida, de mesmo raio que o raio da base do cilindro, no interior do cilindro, a altura 
do líquido atinge a altura do diámetro da esfera, como ilustrado a seguir, à 
esquerda. Existe uma outra esfera sólida, de raio menor que a anterior, que, quando 
repousa na base do cilindro contendo o mesmo volume de líquido de antes, a altura 
do líquido fica igual ao diámetro da esfera, como ilustrado na figura abaixo, à 
direita. 


CPD 
CRIT) 


Se o raio da esfera maior é 2, qual o raio da esfera menor? 
33-1. 542-1 95/3 dis o08 


25) (UFRJ-98) Ping Oin recolheu 4,5m? de neve para construir um grande boneco 
de 3m de altura, em comemoração à chegada do verão no Pólo Sul. O boneco será 
composto por uma cabeça e um corpo, ambos em forma de esfera, tangentes, sendo 
9 corpo maior que a cabeça, conforme mostra a figura a seguir. Para calcular o raio 
de cada uma das esferas, Ping Oin aproximou x por3. 


FB. 


En 


Calcule, usando a aproximação considerada, os raios das duas esferas. 
26) (Unesp-03) Uma quitanda vende fatias de melancia embaladas em plástico 


transparente. Uma melancia com forma esférica de raio de medida R cm foi cortada 
em 12 fatias iguais, onde cada fatia tem a forma de uma cunha esférica, como 


representado na figura. 


Canitulo M. Estora 


Sabendo-se que a área de uma superficie esférica de raio R cm é 4л? cm’, 
determine, em função de z e de R: 

a) a área da casca de cada fatia da melancia (fuso esférico); 

b) quantos cm? de plástico foram necessários para embalar cada fatia (sem nenhuma 
perda e sem sobrepor camadas de plástico), ou seja, qual é a área da superfície total 
de cada fatia 


27) (UFPA-00) Qual a área da porção do globo terrestre vista por um astronauta 
situado a uma altura igual a um terço do raio R desse globo, acima do solo, 
conforme a figura a seguir? 

M 


28) (UFES-13) A) Considere um cone circular reto C e um tronco de cone circular 
reto T, com a iñesma altura de C. cuja base maior coincide com a base de C. 
Calcule V+/Vc em função de q, onde q = r/R , r e R são os raios da base menor e da 
base maior de T, respectivamente, e V+ e Vc são os volumes de T e C, 
respectivamente. 

B) Um pote de creme cosmético tem forma geométrica limitada pelas quatro 
superficies seguintes (veja esboco do pote): 


* dois círculos horizontais, distantes 2 cm entre si: um inferior e outro superior, 
sendo o superior de raio 1 cm; 

` a superfície lateral de um tronco de cone circular reto, de altura 1 cm, tendo como 
base menor o círculo superior descrito acima e base maior um círculo de raio 2 cm: 
` uma região de uma esfera de raio 2 cm cujo centro coincide com o centro da base 
maior do tronco de cone. Essa região é limitada por um equador da esfera, que 
coincide com a circunferência da base maior do tronco de cone, e pela 
circunferência do círculo inferior mencionado acima. Calcule o volume desse pote. 


29) (Insper-10) Num restaurante, os garçons colocam todas as rolhas dos vinhos 
que abrem e servem aos seus clientes numa taça de vidro, que eles costumam 
chamar de “aquário de rolhas”. O aquário tem a forma de uma esfera de 60 cm de 
diâmetro, com um furo na parte de cima, por onde eles colocam as rolhas. 

Como a taça estava cheia, o gerente queria saber quantas rolhas havia ali. 
Lembrando-se do banho de Arquimedes, ele fez o seguinte: 

* Colocou água na taça até quase transbordar, preenchendo totalmente o volume da 
taça com água no espaço em que não havia rolha, sem também deixar nenhuma 
rolha subir pelo furo. 

+ Observou que cada rolha tinha formato cilindrico, de diámetro aproximadamente 
igual a 1,5cm e altura igual a 3 cm. 

* Para colocar a água, ele usou uma panela cilindrica, de diâmetro 30 cm e altura 20 
cm, tendo sido necessárias exatamente cinco panelas completamente cheias de água 
para encher o aquário. 

O número que mais se aproxima do total de rolhas na taça é 

(Observação: admita que a água absorvida pelas rolhas é desprezível.) 

a)800 b)1600 с)8000 4) 16.000 е) 80.000. 


30) (UERJ-05) Uma cuba de superfície semi-esférica, com diâmetro de 8 cm, está 
fixada sobre uma mesa plana. Uma bola de gude de forma esférica, com raio igual a 
1 em, encontra-se sob essa cuba. 


Canítulo 14. Esfera 


Desprezando a espessura do material usado para fabricar a cuba, determine: 
а) a maior área, em cm”, pela qual a bola de gude poderá se deslocar na superfície 


da mesa; 
b) o volume, em cm”, da maior esfera que poderia ser colocada embaixo dessa 


cuba. 


31) (Fuvest-09) Um fabricante de cristais produz três tipos de taças para servir 
vinho. Uma delas tem o bojo no formato de uma semi-esfera de raio r; a outra, no 
formato de um cone reto de base circular de raio 2r e altura h; e a última, no 
formato de um cilindro reto de base circular de raio x e altura h. Sabendo-se que as 
taças dos três tipos, quando completamente cheias, comportam a mesma quantidade 
de vinho, é correto afirmar que a razão x/h é igual a: 


з d) 3 4/3 


en 9 


32) (Fuvest-11) A esfera e, de centro O e raio r > 0, é tangente ao plano a. O plano 
B é paralelo a a e contém O. Nessas condições, o volume da pirâmide que tem 

h como base um hexágono regular inscrito na intersecção de e com f e, como vértice, 
um ponto em a, é igual a 


Be 


3 3 3 
b) ERES Š КЕЗ d 743r 


Pi 16 8 16 


33) (Insper-12) A taca desenhada na figura tem a forma de semiesfera e contém 
líquido até uma altura de xcm. 


O volume de líquido contido na taça. em cm”, depende da altura atingida por esse 
líquido, em em. O gráfico a seguir mostra essa dependência, sendo que os pontos A 
e B correspondem à taça totalmente vazia e totalmente cheia, respectivamente. 


De acordo com os dados do gráfico, a taça tem a forma de uma semiesfera cujo raio 
mede 
a) 3cm. b)3,5cm. c)4cm. Ф) 4,5ст. е) 5cm. 
34) (Unicamp-10) Uma peça esférica de madeira 
maciça foi escavada, adquirindo o formato de 
anel, como mostra a figura ao lado. Observe que, 
na escavação, retirou-se um cilindro de madeira 
com duas tampas em formato de calota esférica. 
Sabe-se que uma calota esférica tem volume Уш 
= nh/(3R — h)/3, em que h é a altura da calota e 
R é o raio da esfera. Além disso, a área da 
superfície da calota esférica (excluindo a porção 
plana da base) é dada por A = 2xRh. 


Atenção: não use um valor aproximado para л. 
a) Supondo que h = R/2, determine o volume do anel de madeira, em função de R. 
b) Depois de escavada, a peça de madeira receberá uma camada de verniz, tanto na 
parte externa, como na interna. Supondo, novamente, que h = R/2, determine a área 
sobre a qual o verniz será aplicado. 


35) (EsPCEx-95) Um plano corta uma esfera de raio R de modo que a área da 
menor calota formada seja igual a m vezes a área lateral do cone cujo vértice é o 
centro da esfera e cuja base é o círculo que serve de base à calota. A distância d do 
centro da esfera ao plano é dada por: 


-m? cmd? 2 
ашалы »a=rfå m) gde чалыы 
4+m? 4-m? 


фа- (em) ә4- 
4-т 


4+m 


Canítulo И. Esfera 
36) (Escola Naval-15) A área da superfície de revolução gerada pela rotação do 
triângulo equilátero ABC em torno do eixo XY na figura abaixo, em unidade de 
área é 


а)9ла? b)942ma^ c)943za! 4) 6/3na” e) 6/2na? 


37) (Ciaba-10) Um recipiente tem a forma de um paralelepípedo retângulo com 
altura h e base quadrada. Ele está com uma certa quantidade de água até uma altura 
hi. Duas esferas, ambas com diâmetros iguais a 2 dm, foram colocadas dentro do 
recipiente, ficando esse recipiente com o nível de água até a borda (altura h). 
Considerando que o volume do paralelepípedo retângulo é de 40 litros, pode-se 


afirmar que a razão a, utilizando x = 3, vale 


aM/s DI2 c)V8 4)15 е)2/5 


38) (Ciaba-12) Um recipiente na forma de um cilindro circular reto contém um 
liquido até um certo nível. Colocando-se nesse recipiente uma esfera, o nível do 
liquido aumenta 2 cm. Sabendo-se que o raio do cilindro mede 342 em, conclui-se 
que o raio da esfera, em cm, mede: 

a2 b)3 c)4 d)S ej6 


39) (Escola Naval-03) Com centros nos vértices de um cubo, tragamos oito esferas 
congruentes cujos raios são iguais à metade da aresta desse cubo, Com centro no 
ponto de intersecção das diagonais do mesmo cubo, traçamos duas esferas com 


raios R e r (R > r) tangentes às oitos esferas anteriores. A razão R é igual a 
r 
a) V3 }b) 2V3 суї+/3з ау2+/3 e) 42443 


40) (ITA-75) Consideremos uma esfera de raio = 1 cm e um ponto P fora desta 
esfera. Sabemos que a distância deste ponto P à superfície da esfera mede 2 cm. 
Qual é a razão K entre a área da esfera e da calota visivel do ponto P? 

a K=l b)K-2 c)K-3 d)K=5⁄2 e)nda 


41) (ITA-83) Ao girarmos o gráfico da função 


55 x; хє[0,1] 
x)= 
У2х-х2; xe(1,2 


em torno do eixo das abcissas (eixo dos x), obtemos uma superficie de revolução. 
cujo volume é: 
a) 1/3 b) 1/2 c)n d) 27 е) Зл 


42) (ITA-90) Considere а região do plano cartesiano хОу definida pelas 
desigualdades x — y < 1, x + y > 1 e (x — 1)? + у? < 2. O volume do sólido gerado 
pela rotação desta região em torno do eixo x é igual a: 


ón b) Ë ©) 50-42) d) КУДЫ enda. 


43) (ITA-91) Considere a região ao plano cartesiano xy definido pela desigualdade: 
x? + y! — 2х + 4y + 4 < 0. Quando esta região rodar um ângulo de a radianos em 
torno da reta y + x + 1 = 0, ela irá gerar um sólido cujo volume é igual а: 
т 4n 
a) — b) — DE d)— Ча. 
) ) 2n ) 9 e) n.d.a. 


44) (ITA-05) Uma esfera de raio ^ é seccionada рог n planos meridianos. Os 
volumes das respectivas cunhas esféricas contidas em uma semi-esfera formam 


3 
NA mr É 
uma progressão aritmética de razão as - Se o volume da menor cunha for igual a 


3 
nr "nn 
a8" então n é igual a 


а)4 b)3 c)6 d)5 e)7 


45) (IME-66) Quatro esferas de raio R sáo tangentes entre si e trés delas estáo 
apoiadas num plano horizontal. A altura do centro da esfera mais alta referida a 
esse plano é 26,32 cm. Calcular o raio das esferas. 


46) (IME-68) Considera-se trés esferas tangentes a um plano P em três pontos A, B, 
C e tangentes duas a duas. Calcular os raios x, y, z das esferas em função das 
distâncias mútuas a, b, c, dos pontos A, B, C. 


47) (ІМЕ-72) Um retângulo ABCD de lados AB =3/2m е BC =6m, gira em 
torno de um eixo, coplanar e externo ao retângulo, que passa por A e faz um ângulo 
de 30º com o lado AB. Calcule a superfície total do sólido gerado pela rotação do 


retângulo. 


48) (IME Militares-10) Um segmento circular de 45º, em um círculo de raio r, é 
submetido a uma revolução completa em torno do diâmetro que contém um dos 
extremos de sua corda. Calcule o volume do sólido gerado por esta revolução. 


49) (ITA-89) Justapondo-se as bases de dois cones retos e idênticos de altura H, 
forma-se um sólido de volume v. Admitindo-se que a área da superfície deste 
sólido é igual a área da superfície de uma esfera de raio H e volume V, a razão v/V 


vale: 
Құлы y YB y A q 7 y 49-1 
4 4 4 4 4 


50) (EsPCEx-15) Um recipiente cilíndrico, cujo raio da base tem medida R, contém 
água até uma certa altura. Uma esfera de ago é mergulhada nesse recipiente ficando 
totalmente submersa, sem haver transbordamento de água. Se a altura da água subiu 


TR , então o raio da esfera mede 
l 


2 3 4 9 
2,3 dr шік EN 
95 EOS ^3 BAT 


51) (IME-46) A que distáncia do centro se deve cortar uma esfera E, por um plano 
secante P, de modo que o volume da esfera seja igual a quatro vezes a soma dos 
volumes de dois cones, tais que: 

(i) A base comum seja a interseção de P com E. 

(ii) As geratrizes de um deles sejam tangentes à esfera. 
(iii) O vértice do outro coincida com o centro da esfera. 
Exprimir a distância pedida em função do raio da esfera. 


52) (IME-55) Um círculo máximo de uma esfera de raio R serve de base de um 
cone de revolução de altura H. A interseção das superfícies dos dois sólidos 
determina no cone uma seção paralela à base. Determinar H. em função de R, de 
modo que a razão do volume do cone destacado por essa seção para o volume do 


tronco de cone resultante seja igual a я. 


Capítulo 15. Inscrição de Sólidos. 
Inscrição de Sólidos 


Um sólido A está inscrito em um sólido B se A estiver totalmente no interior 
de B e se A possuir a maior quantidade possível de elementos (vértices, arestas ou 
faces) em comum ou tangenciando a superfície interna de B. Se o sólido A está 
inscrito no sólido B então afirmar-se que o sólido B está circunscrito ao sólido A. 
Os casos mais comuns de inscrição de sólidos estão analisados em detalhes nos 
itens seguintes. 


Esfera Inscrita em um Cubo 
L 
A superfície da esfera tangencia as 6 faces do 
cubo, em seus centros geométricos. O diâmetro da 
esfera coincide com a aresta do cubo: 


L=2r 


onde L é a aresta do cubo e r é o raio da esfera 


Cubo Inscrito em uma Esfera 

Os oito vértices do cubo pertencem à superfície da 
esfera. Pela simetria, a diagonal principal do cubo passa 
pelo centro da esfera, fazendo com que esta diagonal 
coincida com um diâmetro da esfera: 


2R=v3a 


onde R é o raio de esfera e a é a aresta do cubo 


Esfera Inscrita em um Cilindro Reto 
EL A esfera tangencia as bases do cilindro em seus 
LESA centros. A tangéncia da esfera com a superficie lateral do 
7 < cilindro gera uma circunferência paralela às bases do 
cilindro. Assim, tem-se as seguintes relações: 


H 


H=2re R=r 


onde H é a altura do cilindro, r é o raio da esfera e R é o raio 
da base do cilindro 


Cilindro Reto Inscrito em uma Esfera 

Todos os pontos das circunferências das bases do 
cilindro pertencem à superfície esférica. A altura do 
cilindro, um diâmetro de uma das bases e o segmento 
de reta que une dois pontos diametralmente opostos das 
bases formam um triângulo retângulo, conforme 
destacado na figura. Assim, segue por Pitágoras: 


h? 4r! = 48° 


onde h é a altura do cilindro, R é o raio da esfera e r é o 
raio das bases do cilindro 


Cilindro Reto Inserito em um Cubo 

е: A superficie lateral do cilindro é tangente à quatro 
faces do cubo, As duas bases do cilindro pertencem às 
outras faces, que são opostas, do cubo. Neste caso, pode- 
se concluir que: 


L=2r=h 


onde L é a aresta do cubo, r é o raio da base do cilindro e 
h é a altura do cilindro. 


Cubo Inscrito em um Cilindro Reto ^ 

A superfície lateral do cilindro contém 4 arestas do 
cubo e duas faces opostas do cubo pertencem às bases do 
cilindro. Deste modo: 


H=a e 2R=v2a 


onde R é o raio da base do cilindro, a é a aresta do cubo e 
H é a altura do cilindro 


Capítulo 75. Inscrição de Sólidos 
Prisma Reto Regular Inscrito em uma Esfera 

Todos os vértices do prisma pertencem à 
superfície esférica. Se o prisma for regular e o número 
de vértices do prisma for par, pode-se unir dois vértices 
de bases diferentes por um diâmetro da esfera. Esse 
segmento, a altura do prisma e um diâmetro maior da 
base do prisma formam um triângulo retângulo: 


x - 4R! 


onde h é a altura do prisma, R é o diámetro da esfera e x é a diagonal maior da base 
do prisma 


Esfera Inscrita em um Prisma Reto Regular 
A esfera é tangente às faces do prisma em seus 
centros de gravidade. Tem-se a relacáo: 


H=2r 
onde H é a altura do prisma e r é o raio da esfera. 


Se o prisma for regular e o número de lados da base 
for par tem-se a relação 


H=2r=2x 


onde x é a distância entre lados paralelos da base 


Esfera Inscrita em uma Pirâmide Reta 

A A esfera é tangente às faces em seus centros de 
gravidade. A reta que une o centro da esfera ao ponto de 
tangéncia de uma das faces é perpendicular à mesma. Por 
semelhança e por Pitágoras segue que 


onde y é a altura da face lateral, x é o apótema da base da 
pirámide, h é a altura da pirámide e r é o raio da esfera. 


іттез-, 


Pirâmide Reta Inscrita em uma Esfera 
А Os vértices da pirâmide pertencem à esfera. Se a 
pirâmide for regular, a altura (ou seu prolongamento) 
passa pelo centro da esfera. O segmento que une o centro 
da esfera a qualquer vértice da pirâmide possui 
comprimento igual ao raio da esfera. Por semelhança e por 


ARS, Pitágoras segue que 


r 
x 


e r=x+(h-n 


2r-h 


onde x é distância do centro da base à um dos vértices, r é o raio da esfera e h é a 
altura da pirâmide 


Esfera Inscrita em um Cone Reto 

A esfera é tangente à base do cone em seu centro e à 
superfície lateral do cone. O segmento que liga o centro da 
esfera a qualquer ponto de tangência na superfície lateral é 
perpendicular à mesma. Aplicando Pitágoras e semelhança 
tem-se que: 


г H-r 


2=m+p! 
g =H +R e == 
g 


onde g é a geratriz do cone, R o raio da base do cone, r o raio da esfera e H a altura 
do cone 


Cone Reto Inscrito em uma Esfera 

O vértice do cone e todos os pontos da 
circunferência da base do cone pertencem à esfera. A 
altura do cone (ou seu prolongamento) passa pelo 
centro da esfera. Aplicando Pitágoras e semelhança: 


В = т + (г) e 


2R-h r 
r h 


onde R é o raio da esfera, r é o raio da base do cone e h 
é a altura do cone 


Cilindro Reto Inscrito em uma Pirâmide Reta 
Uma base do cilindro pertence à base da pirâmide 
e a outra base do cilindro tangencia às faces laterais da 
pirâmide. A altura da pirâmide passa pelos centros das 
bases do cilindro. Aplicando semelhança tem-se: 


En сн 
Ea 


N x H 
> em А : f 
onde r é o raio da base do cilindro, x é o apótema da 


base, H é a altura da pirâmide e h é a altura do cilindro 


Pirâmide Reta Inscrita em um Cilindro Reto 

O vértice oposto à base da pirâmide é o centro de 
uma das bases do cilindro e os vértices da base da 
pirâmide pertencem a circunferência da outra base do 
cilindro. As alturas dos sólidos são congruentes. O raio da 
base do cilindro, uma aresta lateral e a altura formam um 
triângulo retângulo. Existem suas relações: 


H=h e = +r 


onde H é a altura do cilindro, h é a altura da pirâmide, r é o 
raio da base do cilindro e L é a aresta lateral da pirâmide 


Prisma Reto Inscrito em um Cone Reto 

Uma das bases do prisma pertence à base do cone 
e os vértices da outra base do prisma pertencem à 
superficie lateral do cone. A altura do cone passa pelos 
centros das bases do prisma. Aplicando semelhança: 


H-h 


onde H é a altura do cone, h é a altura do prisma, R é o 
raio da base do cone e x é a distância do centro a um 
dos vértices da base do prisma 


| 
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Capitulo 75. Inscrição de Sólidos. 


Cilindro Reto Inscrito em um Cone Reto 


Uma das bases do cilindro pertence à base do 
cone e a circunferência da outra base do cilindro 

pertence à superfície lateral do cone. A altura do cone 

passa pelos centros das bases do cilindro. Por 

— 

LS 
со гос з onde г é o raio da base do cilindro, R é o raio da base 
do cone, H é a altura do cone e h é a altura do cilindro 


semelhança de triângulos segue que: 


roOH-h 
R-r h 


Cone Reto inscrito em um Cubo 

A base do cone pertence a uma das faces do cubo e 
o vértice do cone coincide com o centro da face oposta 
do cubo. Para este caso vale a relação: 


L-h-2r 


onde L é a aresta do cubo, r é o raio da base do cone e h 
é a altura do cone. 


A base do cone pertence a uma das bases do 
prisma e o vértice do cone pertence a outra base do 
prisma. As relações são: 

H=her=a 


onde H é a altura do prisma, h é a altura do cone, r é o 
raio da base do cone e a é o apótema da base do prisma. 


Cone Reto inscrito em um Cilindro Reto 

Saqi cid A base do cone coincide com uma das bases do 

AN cilindro e o vértice do cone coincide com o centro da 

outra base do cilindro. As relações que regem esta 
inscrição são 


H=he R=r 


CAIL onde H é a altura do cilindro, h é a altura do cone, R é o 


raio do da base do cilindro e r 


Esfera inscrita em um Octaedro Regular 

q A esfera é tangente às 8 faces do octaedro. Se 
todas as faces do octaedro forem congruentes, tem-se a 
seguinte relação, por semelhança: 


H/2 a 


onde r é o raio da esfera, H é a altura do octaedro, L é a 
aresta lateral do octaedro e a é o apótema da face lateral 


do octaedro 


Octaedro Regular inscrito em uma Esfera 

Todos os 6 vértices do octaedro pertencem à 
superfície esférica da esfera. A altura do octaedro 
passa pelo centro da esfera. Assim, tem-se as seguintes 
relações: 


a=v2R e H=2R 


onde a é a aresta do octaedro, H a altura do octaedro e 
R o raio da esfera. 
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Canil Inscrição de Sólidos 
Exercícios Zesolvidos 


1) (Unicamp-14) Considere a pirâmide reta de base quadrada, ilustrada na figura 
abaixo, com lado da base b = 6 m e altura a. 


a) Encontre o valor de a de modo que a área de uma face triangular seja igual a 15 
m. 

b) Para a = 2 m, determine o raio da esfera circunscrita à pirámide. 
Solução: 


Y 


x 
a)S=15 > (6.п)/2= 15 > т=5 
Teorema de Pitágoras em AVOM: а? +32= 5! => а-4 

b) O plano que contém AAVC intersecta a pirâmide segundo a seção indicada na 
figura 2, onde: 


AC 
УО-а-2; EC=EV=EA=R; EO-R-2; AC=6/2; ос-“--з/2 


No AEOC: R'-(R-:j (3/2) => R?=R?-4R+4+18 > R-55 


2) (Unicamp-16) Um cilindro circular reto, cuja altura é igual ao diâmetro da base, 
está inscrito numa esfera. A razão entre os volumes da esfera e do cilindro é igual a 
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Solução: Alternativa A 


Pelo enunciado, tem-se que h = 2r. Assim, o triângulo 
E formado por h, 2R e 2r é retángulo isósceles, implicando 


que 2R = /2h = 2/2r 
Logo, a razão entre os volumes é: 


4 3 
Vana ЗАК ARAN 4027) А02 


Vamo Ah Sh зро) E 


3) (Escola Naval-10) Sejam C, e C; dois cones circulares retos e Р uma pirâmide 
hexagonal regular de aresta da base a. Sabe-se que C, é circunscrito à P, C; é 
inscrito em P e C;, C; e P têm a mesma altura H. A razão da diferença dos volumes 
de C, e С; para o volume de pirâmide P é 

түз 2143 1/3 туз 3 
a) b) с) 4) e) 

6 3 3 9 18 

Solução: Alternativa E 
Como СІ, C; e P possuem a mesma altura então a razão de 
seus volumes será igual à razão entre suas bases. A figura 
ao lado representa a configuração das bases dos 
sólidos.Como a base da pirâmide é um hexágono regular de 
aresta a, o raio da base do cone C, também vale a. Deste 
modo, o raio x da base do cone C, vale: 


tg600= > x 283 
a/2 2 


e] 


Ve, m^ 7% So —Se, ч 


Assim: 


4) (ITA-60) Sabendo-se que o volume de um cone equilátero circunscrito a uma 
esfera é 3TR? (onde R é o raio da esfera), procure uma relação entre esse volume, o 
da esfera e o cilindro (reto) circunscrito à esfera. 

Solução: 


WEE EH GE GEH BE EH EEG G E d Jum 
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Como o cone é equilátero: 
Ñ ii) asss > 
H-R 
IERI: >; H=3R 22 
2 H-R 
r=v3R 


_ mH _ z3R2 3R 


V, —3nR' (confere!!!) 
cone 773 3 ( 
3 
V EZ Vamo SIR OR) 2R 
3 

V, ve 3 
Assim: —©®. I e E 

et 4 Vidro 2 


5) (ITA-74) Um cone equilátero está inscrito em uma esfera de raio 4 cm. Cortam- 
se os sólidos (esfera e cone) por um plano paralelo à base do cone, de modo que a 
diferença entre as áreas das secções seja igual à área da base do cone. O raio da 
secção do cone é: 

УЗ 45 


a) 243 cm b) V3 em с) B cm d) ЗЕТ. ст e) N.D.R.A. 
Solução: Alternativa E 


PN Sejam: 
LA R = raio da esfera; 


E fi h=altura do cone; 


r = raio da base do cone; 

x = raio da seção do cone; 
y = raio da seção da esfera; 2 = altura do cone definido 
pela secáo. 


amm Como o cone é equilátero segue que: 
Burn r=R.cos30%=4, 2 = 


tg30º= Х әу =3x 
y 


Coroa circular: rz - xx! =n > 2-x=12 
Por Pitágoras: К = (К-у) +22 => 4'-(4-JB8xy«124x? > 
16-16-8/3x 43x +12 х? => 4x)-38/3x+12=0 > xº-2/3x43=0 => 


(x-43y 2-0 > x-45 cm 
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6) (ITA-11) Uma esfera está inscrita em uma pirâmide regular hexagonal cuja 


altura mede 12 cm e a aresta da base mede 55 ст. Então о raio da esfera, em 
cm, é igual a 

10 13 15 

а) —3 b) — с) — 

) 3 ) 3 ) 4 


Solução: Alternativa E 
^ 


9243 97 


O apótema da base pode ser calculado da seguinte 


а-г forma: 
D 
х 1048.43 а 
13 ЕЙІН 25110 

Por Pitágoras segue que АС = 13 cm 

r 
AABC-AABE > —" =Å > 13r=60-5r > 

x 2 | 12-г 13 


18r=60 = r= em 


7) (ITA-03) Quatro esferas de mesmo raio R > 0 são tangentes extremamente duas 
a duas, de forma que seus centros formam um tetraedro regular com arestas de 
comprimento 2R. Determine, em função de R, a expressão do volume do tetraedro 
circunscrito às quatro esferas. 

Solução: 

Note-se que o centro do tetraedro cujos vértices são os centros das esferas é o 
mesmo do tetraedro circunscrito às quatro esferas, o qual é regular. Além disso as 
faces de ambos os tetraedros são, duas a duas, paralelas. 


Lembrando que a altura de um tetraedro regular de aresta a vale k, que a 


distância do centro do tetraedro às faces é igual a um quarto disso, ou seja, aa 

basta observar que a distância do centro comum aos tetraedros até uma face do 

maior, de aresta x, é igual à soma da distância 

entre aquele centro e a face paralela 

correspondente do tetraedro menor com o raio 

de uma das esferas. 

O — centro comum 

amh 2RVE E AD 
4 12 6 

do tetraedro menor. 

D > Distância de O à face do tetraedro maior. 


Ш 


— 
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Dedi Rt ЕВЕ k = x=2R+2RV6 - 2R(Í6 +1) 


6 
2R(J6 + 42 22 : 
Portanto, o volume procurado é: мерами ине = v 2o + R? 


8) (ITA-94) Um prisma regular tem como altura o dobro da aresta da base. A razão 
entre o volume deste prisma e o volume do cone reto, nele inscrito, é igual a: 
а)(6/2ук — bGX2yn golo — d(6J3)n Ox 


Solucáo: Alternativa D 


3 
Ж A Pelo esquema conclui-se que R = E 
5 ( У Assim: 
x5 9 45x? 
Ух V. Д 6 4 2х 2 645 
x S Р = = 


х2 V. TR) 2x 
3 4 


9) (IME-13) Considere uma pirâmide regular de base hexagonal e altura h. Uma 
esfera de raio R está inscrita nesta pirâmide. O volume desta pirâmide é 


2h/3 Rh һ/3 Rh 2h43 Rh 
273 nh-2R ЕСЕПТЕГІ Фу h*2R 
h/3 Rh 2hJ3 R?h 
7. “1.30 ASR 


Sejam V o vértice da pirámide, O o centro da base, 1 о 
centro da esfera inscrita e M um ponto médio de aresta da 
base. Além disso, considerem-se como A, à e / m 
medidas do apótema da pirámide, do apótema da base e 
da aresta da base, respectivamente. 
Seja. também, T o ponto em que a esfera inserita 
tangencia a face lateral que contém M. 
No triângulo retângulo VOM, pelo Teorema de Pitágoras 
А2=а? +h? 
Da semelhança entre os triângulos УОМ e VIT: 

A a сара е-е КЕН 
AR R^ (к-к R (ик MEM W YR 
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ЖҮ ҮНҮ 
жеш асс n-2RD 11) (ITA-10) Um cilindro reto de altura Lem está inscrito num tetraedro regular 
Por outro lado, sabe-se que p € tem sua base em uma das faces do tetraedro. Se as arestas do tetraedro medem 
2 45 3cm, o volume do cilindro, em cm, é igual a: 
4а? 

2, 43 3 w5 т\/6 т/б x 

A área da base da pirámide fica: si (p a 4 р) 6 9 6 9 9 9 3 
Td 2/3 Solução: Alternativa D 

Substituindo (1) em (Ш): 5= h-2R. Sejam as figuras 1 e 2, seções planas que contêm as bases do cilindro: 


Portanto, o volume da pirâmide fica: 


37" 73 h-2R ^ з |h-2R 


A © 


x 


10) (ITA-96) Numa pirámide regular, a área da base é igual ao quadrado da altura 
H. Seja R o raio da esfera inscrita nesta pirâmide. Deste modo, a razão H/R é igual 


a: 
a) /МЗ+1 9485-1 gua gi 55-1. 9454 


Solução: Alternativa C 
Seja x a aresta da base da pirámide. Assim, a distáncia do baricentro da base à uma 


хуз 


das arestas da base vale gr 


RES н? 3 


=н 2 
DS=Hº > ur = e 


Podemos obter o triângulo retângulo abaixo, onde: 
y 


V: vértice do tetraedro; АН: raio da base do cilindro; 
HH: altura do cilindro 
A H 
vi: altura do tetraedro => vm- ze = aL 
A н 


4 AH УН Ag 2.206 3 3 
ID A distância y do vértice oposto à base da pirámide a Aw va АН- 273 x6 3 HT 
EN um dos pontos de tangencia da esfera com as faces 2 
9 laterais vale: Маа = ra. НН 19 16 _xy6 
cilindro “Л.Г. A 
(н-к = +y > у= үн -2RH 37 0 


Por semelhanga: H УН? -2RH 12) (IME-06) Considere um tetraedro regular de arestas de comprimento a e uma 
RA R esfera de raio R tangente a todas as arestas do tetraedro. Em função de a, calcule: 
; sie 6 4 а) o volume total da esfera; 
12 - э b) о volume da parte da esfera situada no interior do tetraedro. 
=н =н > x5-(2) E. 8 -28-3/5=0 Bii od 1 Ш 
Sejam ABCD о Tetraedro regular de aresta a e М о ponto médio de CD. Conforme 
Resolvendo esta equação de 3º grau: E -2% ылы 1245. ШЕННЕН : Ай verificar, o ^tocentro do triângulo ABM, O, eqüidista das arestas do 
letraedro. 


De fato, já que O divide as alturas na razão 1:3, sendo H4 е Нв os centros das faces 
BCD e ACD, respectivamente: 


Se for adotado o sinal negativo a razão H/R será negativa. Assim, a única 


possibilidade é E =1+133 +1 


MOM НИНИН НЕНЕН ' e000000000O0ODOUDDDDODUDDDUDD ODD semanas MÀ 


ишан 


1a ауз. 

ЙЕ ИК; 

OH, = Lag, 21.86 a6. 
4 423 


ом = OH; +MH: = 
Uma vez que CDI (A,B,M), (Plano do 
triângulo ABM) tem —se que ОМ LCD, pois 
OMc (A,B,M). 

a) O volume da esfera de centro em O e de raio 


3 

Z P ИД 
R= ОМ, que tangencia todas as arestas, é: у E - БЕЗ >V EA 
b) Cada face do tetraedro secciona a esfera do item anterior criando um segmento 


esférico na esfera, exterior ao tetraedro, como indica a figura a seguir, que ressalta 
um dos segmentos esféricos, de altura R — OH, e de raio da base МНА . 


R-0H,=h= 
"aV? a/6 ау? 05 
4 12 4 3 


Como se sabe, o volume de um 
segmento esférico de uma base, com 
altura h e raio da (Única) Base igual a 
ré 


=> y ona ЖАР ERE] * ау? 1-8 = 
6 4 3 6 4 3 

ла 2 (9 EENZI ) 

Ys — TT 
432 
Portanto, o volume da parte da esfera no interior do tetraedro é, devido à simetria: 
лау ma V2(9-445) > vo fe ENS -9) 
24 108 216 


Vi me аһ) 


V= V-4V, = 


j 


т” 
= 
w 
EC 
Lu 
Ea 
= 
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13) (ITA-16) Uma esfera S;, de raio R> 0, está inscrita num cone A i E 
Outra esfera, S,, de raio r, com 0 < r < R. está contida no pu Su 5 Н 
simultaneamente tangente à esfera S, е à superfície lateral de K. O volum: 


igual a 

ant 2л? тк“ алк SR | 
aro: О TES y ®з‹(к-—г) 
3r(R —r) 3r(R =) r(R-r) 3r(R-r 


Solução: Alternativa B 
ў Por semelhança: 


h-QR+D_h-R _ 


ГА т R 
Б. Igualando a 1* e a 2º razão: 
/ q DhR-2R'-Rr-hr-Rr > h= 


Igualando a 2º e a 3º fração: 


2R? 


2mRº 
ЕТТЕН) 


i i -se um 
14) (ITA-16) Em um cone circular reto de altura 1 e raio da base 1 rep 
tetraedro regular com uma de suas paralela à base do sono RE 
coincidindo com o centro da base do cone. Determine o volume . 
Solução: mi 
Por semelhança segue que a distância 1 — h entre o plano que сапт An 
tetraedro e o vértice do cone deve ser igual à dist o 
d entre o centro desta base e dos vértices do tetraedro 
que pertençam a esta base: 


red i 8 өй > a=3(V2-1) 


Assim: V Le 245030] E 


X62 7) 
n" 4 


IAN 


M 


ШИИНИН 


ios ы 


1) (UFScar-10) A figura mostra um prisma retangular reto de base quadrada com 


a) Calcule o volume do prisma para x = 3 dm. 
b) Para x = Idm o volume do cilindro inscrito é 16x dm). Encontre os outros 
valores de x para os quais isto acontece. 


2) (UFRN-13) Por motivo de segurança, construiu-se um superaquário de vidro, em 
formato esférico, dentro de um cilindro também de vidro, conforme esquematizado 
na figura ao lado. A esfera está completamente cheia de água e, caso quebre, toda a 
água passará para o cilindro. Desconsidere a pequena diferença entre os raios da 
esfera e do cilindro e o volume de água deslocado pelos pedaços de vidro da esfera 
quando quebrada. Supondo que R é igual a 2 m, determine: 


ЕРТ 


А) О volume de água da esfera. 
B) A capacidade volumétrica do cilindro. 
C) A altura do nível da água no cilindro, caso a esfera quebre. 
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3) (UEM-13) Considere dois prismas retos de mesma altura, h = 6 cm. e com bases 
sendo hexágonos regulares, de modo que um seja inscrito no outro. Os vértices do 
prisma inscrito são os pontos médios das arestas das bases do outro prisma, e as 
arestas da base do prisma inscrito medem 2 cm. Com relação a esses prismas, 
assinale o que for correto. 

45 


01) As arestas das bases do prisma maior medem i3 cm. 


02) A área lateral do prisma maior mede 4843 cm. 


04) O volume do prisma menor é 25 em". 
08) A diferença entre os volumes dos prismas é de 1245. сағ, 


: t A ,4N3 
16) O quociente entre os volumes do prisma maior e do menor é EN 


4) (UEFS-12) O volume da menor caixa cúbica que pode ser usada para guardar 
uma esfera de aço com 8cm? de volume, considerando-se л = 3,14 é de, 
aproximadamente, 

A) 8cm' В) l2cm? C)l6cm? D)20cm° E)24cm* 

5) (UECE-11) Se uma esfera, cuja medida do volume é 2567/3 m', está circunscrita 
a um paralelepipedo retângulo, então a medida, em metro, de uma diagonal deste 
paralelepípedo é 
A)IO. B)8. C)6. D)4. 

6) (UESPI-08) Um prisma hexagonal regular, com lado da base medindo 3 cm e 
altura 8 cm, está inscrito em uma esfera, como ilustrado a seguir. 


Qual a área, em cm?, da superficie da esteri? 
А) 92л В)94л C) 96x D) 987 


E) 100 
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7) (UFF-12) Na figura abaixo, uma esfera encontra-se inscrita em um cubo de 
vértices A, B, C, D, E, F, G e H. Um tronco de cilindro circular reto, por sua vez, 
tem uma base contida na face BFGC do cubo, outra base contida na face DHEA € 
superfície lateral tangente à esfera e às faces DABC e CGHD. 


Se cada aresta do cubo mede 4 cm, determine a medida do raio da base do tronco 
de cilindro. Justifique sua resposta. 


8) (UFRJ-10) A pirâmide ABCD é tal que as faces ABC, ABD e ACD são 
triângulos retângulos cujos catetos medem a. Considere o cubo de volume máximo 
contido em ABCD tal que um de seus vértices seja o ponto A, como ilustra a figura 
ao lado. 

D 


B 
Determine a medida da aresta desse cubo em função de a. 


9) (Unicamp-03) Considere um cubo cuja aresta mede 10 em. O sólido cujos 
vértices são os centros das faces do cubo é um octaedro regular, cujas faces são 
triângulos eqüiláteros congruentes. 

a) Calcule o comprimento da aresta desse octaedro regular. 

b) Calcule o volume do mesmo octaedro. 


ТІП 


10) (UFPE-02) Ма figura а seguir, quatro esferas (А, В, С e D) de raio 1 estão по 
interior de um paralelepípedo reto, tendo рог base um losango, е cada uma das 
esferas é tangente a quatro faces do paralelepípedo (a outra figura é a interseção do 
paralelepípedo com o plano passando pelos centros das esferas). Além disso, as 
esferas A e D são tangentes às demais enquanto B e C são tangentes a A e D. 
Indique o volume do paralelepípedo. 


11) (UECE-12) Um cilindro circular reto contém em seu interior um cone circular 
reto cuja medida do raio da base é a metade da medida do raio da base do cilindro. 
Se o cone e o cilindro têm a mesma altura então a razão entre o volume do cilindro 
€ o volume do cone é 

A) 18. B) 12. C) 6. D)2. 


12) (UECE-13) Um cone circular reto está inscrito em uma esfera, isto é, o vértice 
do cone e a circunferência que delimita sua base estão sobre a esfera. Se a medida 
do raio da esfera é 3 m e se a medida da altura do cone é igual a 2/3 da medida do 
diâmetro da esfera, então o volume do cone, em m°, é 

a) 327/3 b) 287/3 с) 267/3 d) 22z/3 


13) (UNB-02) Ligando-se os pontos médios das arestas de um tetraedro regular, 
obtém-se um octaedro, também regular. Nessa situação, sabendo que a aresta do 
tetraedro mede 124/2 cm, calcule uma das seguintes quantidades, sem utilizar 
nenhum valor aproximado para де desprezando, para а marcação па Folha de 
Respostas, a parte fracionária do resultado final obtido após efetuar todos os 
cálculos solicitados. 

a) A razão entre a área total do tetraedro ABCD e a área do octaedro. 

b) O comprimento, em centímetros, da diagonal OM do octaedro. 

с) O volume do octaedro. em cm”. 


14) (UEM-12) Alguns tipos de embalagens de bolas de tênis têm a forma de um 
cilindro, onde as bolas são colocadas uma sobre a outra. Considere uma embalagem 
contendo 4 bolas de tênis; cada bola com diâmetro de 6,4 cm, e suponha que a 
embalagem fechada seja um cilindro circular reto com diâmetro da base igual ao 
das bolas e cuja altura seja a soma dos diâmetros das 4 bolas. Desprezando as 
espessuras das bolas e da embalagem, bem como quaisquer deformações nelas, e 
considerando л = 3, assinale o que for correto. 

01) O volume da embalagem é menor Ё 800 cm”. 


ES S EETRRT RTI] 
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02) Cada bola ocupa um espaço com volume menor do que 130 cm”. 
04) A área de superficie de cada uma das bolas é menor do que 120 cm. 
08) O volume do espago livre, entre as bolas e a embalagem, é menor do que 280 
em. 
16) A área lateral da embalagem é maior do que 520 cm". 


15) (UNB-00) A figura ao lado representa um troféu formado por um tronco de 
cone maciço, de estanho, de altura h e raios das bases a e b, a <b, apoiando parte 
de um octaedro regular de cristal. A seção de contato do octaedro com o tronco de 
cone é um quadrado inscrito na base superior deste, e o vértice superior do octaedro 
está alinhado, na vertical, com os centros das duas bases do tronco de cone. A 
distância entre os vértices opostos do octaedro é igual a 25. 


| 


Com base nessas informações e sabendo que o volume de um tronco de cone de 
altura h e raios das bases iguais a R e r é dado por — julgue os 
itens abaixo. 
(1) Se h = 22 então o volume da parte em estanho do troféu é igual a ҚЫ + ab + 
a). 

s gi 200 -a^) 
(2) O volume da parte de cristal que forma o troféu é igual a ----. 

3 

(3) Se h = 2a, então a altura total do troféu é igual a 25. 


(4) Sabendo que, para h ad bi e para todo número real k tal que b = ka, o volume 
т 


a (Gk -K +k-2) 


total V do troféu é dado pela expressão V= + é correto 


3 
concluir que todas as possíveis raizes reais do polinômio p(x) = 5X +x? x-2 são 
maiores que 1. 


16) (FGV-09) Considere uma pirâmide regular de altura ER cuja base é um 


quadrado de lado 3. Calcule: 
A) o volume da pirâmide. 


т- 


| 


PA 


Canítuilo 15, Inscrição de Sólidos 


B) o raio da esfera circunscrita á pirámide. 


17) (UFC-07) As arestas de um cubo medem 1 unidade de comprimento. Escolhido 
um vértice V do cubo, considera-se um tetraedro VABC de modo que as arestas 
VA, VB e VC do tetraedro estejam contidas nas arestas do cubo (como descrito na 
VC) com0 «x X1. 


A) Calcule o volume do tetraedro VABC em função de x. 
B) Considere a esfera inscrita nesse cubo. Determine o valor de x para que o plano 
determinado pelos pontos A, B e C seja tangente a essa esfera. 


18) (UFC-06) Calcule o comprimento do raio r > O da esfera inscrita num cone 
circular reto cujo raio da base mede a — 5 cm e a geratriz mede b — 7 cm. 


19) (UFC-09) Seja C um cubo com medida de aresta igual a 100 (uc). 

A) Calcule o volume da esfera S inscrita no cubo C . 

B) Secciona-se C em mil cubos congruentes, Ci, C», ..., C1000, е inscreve-se uma 
esfera k S em cada cubo Ci, k = 1, .... 1000. Calcule a soma dos volumes das 
esferas Si, k = 1, ..., 1000. 


20) (Uespi-11) Um cubo está inscrito em um cone reto com raio da base medindo 
10 eme altura 15/2 cm. A face inferior do cubo está contida na base do cone, e os 
vértices da face superior do cone estão na superfície lateral do cone. Qual o volume 
do cubo? 


a) 4324/2 сп” b)216 cm? c) 125 cm° d) 64 ст? e) 8/2 сп? 
21) (Fuvest-99) Considere uma caixa sem tampa com a forma de um paralelepípedo 
reto de altura 8 m e base quadrada de lado 6 m. Apoiada na base, encontra-se uma 
pirâmide sólida reta de altura 8 m e base quadrada com lado 6 m. O espaco interior 
à caixa e exterior à pirámide é preenchido com água, até uma altura h, a partir da 
base (h < 8) . Determine o volume da água para um valor arbitrário de h, 0 < h < 8. 


22) (PUC/PR-12) Um cilindro reto de altura em está inscrito numa pirâmide 


reta triangular regular e tem sua base em uma das faces da pirâmide. Se as arestas 
lateral e da base da pirâmide medem 3 cm, o volume do cilindro, em cm”, é igual a: 
a) лу b) луб B т əл 9 туб 

6 6 4 3 9 


23) (Fuvest-06) Um cone circular reto está inscrito em um paralelepípedo reto 
retângulo, de base quadrada, como mostra a figura. A razão b/a entre as dimensões! 


do paralelepípedo é 3/2 e o volume do cone é x. Então, o comprimento g da geratriz 
do cone é 


a 
345 46 9/07 94/0 oi 


24) (Fuvest-06) Um torneiro mecánico dispóe de uma peca de metal macica na 
forma de um cone circular reto de 15cm de altura e cuja base B tem raic 8cm 
(Figura 1). Ele deverá furar o cone, a partir de sua base, usando uma broca, cujo 
eixo central coincide com o eixo do cone. A broca perfurará a peça até atravessá-la 
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Capitul Inscrição de Sólidos 
1 i одо a obter-se o sólido da 
te, abrindo uma cavidade cil rica, de m ! 
ЫП área da base deste novo sólido é 2/3 da área de В, determine seu 
volume. 


Depois 
Figura 1 Figura 2 


j irámi tas iguais a 2cm. 
iaba-11) Seja uma pirâmide quadrangular regular com ares! 2 
19 (Сі PALA da pirámide, está centrada uma semiesfera que Meus. 
i i i est 
irâmide. Existe uma esfera de maior raio, que і 
paia Esto iia face lateral da pirámide e tangencia internamente a superfície 
curva da semiesfera. Essa esfera possui volume, em cm”, igual a 
271146 5 2,42 q) 08-446 TEG 
Aun 72а 24 27 3 


ói ósi Ы ólido V, dentro de uma 

"iaba-13) Constrói-se um depósito, na forma “e um sólido е 
ШАН bs raio 4m. O depósito é formado por uma semiesfera de m 1 B 
sobreposta a um cilindro circular, dispostos conforme a figura. Entào a área da 


superficie total de V, em m°, é igual a: 


a) 2041442). b) (17+ 4410) с) (8+ 44/7) 
d) (21+746)n 4 e) (15+64/7)т 
27) (EsPCEx-08) Uma esfera de 2 ст de raio é colocada no interior de um vaso 


cônico, conforme a figura a seguir. O vaso tem 12 cm de altura е Maa o AA 
uma circunferência com 5 cm de raio. Nessas condições, a menor distância (d) ei 


a esfera e o vértice do cone é 
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12cm 
Desenho Fora de Escala 
a)3,0cm b)3,2cm c)34cm d)36cm e)3.8cm 


28) (AFA-98) A relação entre o raio da esfera inscrita, e o da esfera circunscrita a 
um tetraedro regular é 
а) 1/3 b)3⁄4 c)1⁄4 d)2/3 


29) (AFA-99) Qual o volume, em cm”, da esfera inscrita em um cone reto, cuja 
altura e diâmetro da base são, respectivamente, 16 cm e 24 cm.? 
a)27m b)5007/3 с)288л d)686m 


30) (AFA-00) A razão entre os volumes das esferas inscrita e circunscrita em um 
cone equilátero é 
a) 1/16 b) 1/8 c) 1⁄4 d) 1/2 


31) (AFA-03) Na figura seguinte, tem-se uma esfera de maior raio contida num 
cone reto e tangente ao plano da base do mesmo. Sabe-se que o raio da base e a 
altura desse cone sáo, respectivamente, iguais a 6 cm e 8 cm. A metade do volume 
da região do cone exterior à esfera é, em cm”, igual a 

A 


/N 


а) ббл b)487 c)30x 4)18т 


32) (AFA-07) Um cubo tem quatro vértices nos pontos médios das arestas laterais 
de uma pirâmide quadrangular regular, e os outros quatro na base da pirâmide, 


como mostra a figura abaixo. 
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A razão entre os volumes do cubo e da pirâmide é 
а) 3/4 b) 1/2 c) 3/8 d) 1/8 
33) (AFA-07) Considere um triángulo retángulo inscrito em uma circunferéncia de 


k E d R 
raio R, tal que a projeção de um dos catetos sobre a hipotenusa mede, em cm, — 
m 


(m > 1) m. Considere a esfera gerada pela rotação desta circunferência em torno de 
um de seus diâmetros. O volume da parte desta esfera, que não pertence ao sólido 
gerado pela rotação do triângulo em torno da hipotenusa, em cm”, é dado por. 


2 2 
omo [nt b are (1-11) 
З т 3 m 
2 2 
E Sae (Dt) d) zu (==) | 
3 m 3 m 


34) (Escola Naval-97) Um plano secciona uma esfera de raio 30cm, determinando. 
um círculo que é base de um cilindro e também de um cone de revolução inscritos 
nessa esfera. O cilindro e o cone estão situados num mesmo semi-espaço em 
relação ao plano. Considerando que os volumes do cilindro e do cone são iguais, 
qual a distância do centro da esfera ao plano, em cm? 

a) 18 b) 152 с) 12 46 е)4 


35) (Escola Naval-98) Considere um cone circular reto de raio da base 5 ст е altura 
12 em. As dimensões do raio e da altura do cilindro circular reto, de maior volume, 
que pode ser inscrito neste cone, são respectivamente: 

а)10/3е4 b)4e 10 с) 3 «14/3 d) 9/5 e 23/4 е) 5/2е5 


MYT 
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36) (Escola Naval-99) A esfera S, está inscrita em um cilindro C, circular reto, cujo 
volume vale 18m". A esfera Sz está circunscrita a C. A diferença entre os volumes 
de S; e S, é, em cm*: 
a)6(2N2 -2) 
4)12(2\/2-1) 


һ)6(2./2 -1) с)12(24/2 -2) 


9122-1) 


37) (Escola Naval-01) Um cone circular reto está inscrito em uma esfera de raio 
igual a 6 cm. O ângulo CAB da seção meridiana do cone é 7/4 radianos. O volume 
do cone, em em”, é 


a) 187(2+2) b) 16x o 350.42) 9242 
3 


38) (ITA-70) Constrói-se um cone cuja geratriz é tangente a uma esfera de raio r, e 
cujo eixo passa pelo centro dessa esfera, de modo que sua base esteja situada a uma 
distáncia r/2 do centro da esfera. O volume do cone é: 

а) Зпг? b)nr'/3 с)4лг/3 d)9nr'/8 е) nda 


39) (ITA-73) Consideremos um cone de revolução de altura h, e um cilindro nele 
inscrito. Seja d a distáncia do vértice do cone à base superior do cilindro. A altura 
H de um segundo cilindro inscrito neste cone (diferente do primeiro) e de mesmo 


volume é dada por: 
b) H- (ht vh? -d^)/3 


a)H - (h - Vh -d)/3 
e) H=(h-d+hvh? -d?)/2 d) H=(h+d-/(h-dXh+3d))/2 


e) n.d.a. 


40) (ITA-73) Seja S uma semi-esfera de raio R dado. Sejam p e q dois planos 
paralelos e distantes entre si R/2 e tais que interceptam S paralelamente à sua base. 
Seja T o tronco de cone com bases b е c, onde B e с são as intersecções dep e q 
com S. Seja x o valor da menor das distâncias d e D, onde d é a distância entre p e a 
base de S, e D é a distáncia entre q e a base S. 


Seja k =[(R? -x?)R? (1.57 io 


Então o volume de T, como função de x, 0 < x < R/2, vale: 


a) PAR зі -RK b) B dr-a -Rk 


ШЕР 2 М 
c) q GR -2x' -Rx-k) 


е) n.d.a. 


TR 7,2 2 
d) =(FR*=2x%? Rx=k 
064 х ) 


кш 
Eca 
Fo 
Lus 
m 
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41) (ITA-78) Se numa esfera de raio R, circunscrevermos um cone rel 


geratriz é igual as diâmetro da base, então a expressão do volume deste cone em 
função do raio da esfera, é dado por: 

3)3-R? b) 3V3n/2 R° с) 33n R) — d)4/3n/3R? e)nda 

42) (ITA-79) Considere o problema anterior, isto é, o tetraedro regular inscrito eni 
uma esfera de raio R, onde R mede 3 cm, sendo HD sua altura. A diferença entre 0 
volume do tetraedro e o volume do sólido gerado pela rotação do triângulo DHM 
em torno de HD é dada por: 


a) (83 -{® em? b) (5/2 -убю® ст? <)(4/2 -$45n em” 


d) 5-3 5m) ст? e) (7/2 Em ст” 


43) (ITA-85) Um tronco de cone reto com bases paralelas está inscrito em uma 
esfera cujo raio mede 2 m. Se os raios das bases do tronco do cone medirem, 
respectivamente, r m e 2 m. Então o seu volume medirá: 


a E ==") b) Int ace ЛЕ 


e) inda? -2i- e) д Sara ж2/-г) 


e) sura *2N1- 7) 


44) (ITA-85) Uma esfera de raio r = /3 cm está inscrita num prisma hexagonal 
regular que, por sua vez, está inscrito numa esfera de raio R. Pode-se afirmar que a 
medida do raio R vale: 


a) Jl em b) Zem c) 243 cm d) Lom e) 443 cm 


45) (ITA-87) Seja (T) um cubo com aresta de medida a. Considere (P) a pirámide 
que tem vértice no centro de uma face de (T) e como base a face oposta de (Т). 
Sendo x a área lateral d AP), temos: 

musa | Ых-а. 45 ох-(азі),5 

Фан) — өх-(03-5е 


46) (I TA-88) Considere um cone circular reto'circunscrito a uma esfera de raio 2 
em Sabendo-se que a área do círculo, limitado pela circunferência formada por 
pontos de tangéncia entre as duas superfícies, é de 27 ст”, calcule a altura deste 


сопе, 
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47) (ITA-89) Um cone e um cilindro, ambos ret: ssuem o mesmo volume е 
bases idênticas. Sabendo-se que ambos são inscritíveis em uma esfera de raio R, 
então a altura H do cone será igual a 

a)6R/5 b)3R/2 c)4R/3 d)2R/3 e)7R/S 


48) (ITA-89) Os lados congruentes de um triángulo isósceles formam um ángulo de 
30 graus e o lado oposto a este ángulo mede x cm. Este triángulo é a base de um 
pirâmide de altura H cm, que está inscrita em um cilindro de revolução. Deste 
modo, o volume V, em centímetros cübicos, deste cilindro é igual a: 

a)2nÓH  b)mx-H/3 c)2mH/3 d)3mxH e)mxH 


49) (ITA-90) Considere um prisma triangular regular cuja aresta da base mede x 
cm. Sua altura é igual ao menor lado de um triángulo ABC inscritível num círculo 
de raio x cm. Sabendo-se que o triángulo ABC é semelhante ao triángulo de lados 3 
cm, 4 cm e 5 ст, o volume do prisma em ст? é: 
Уз э! ,22 5 5 
a X'i vab xie x 4 x` e)nda. 
) 3 ) 2 ) 10 ) 10 ) 


50) (ITA-92) Um cone de revolução está circunscrito a uma esfera de raio R cm. Se 
a altura do cone for igual ao dobro do raio da base, então a área de sua superfície 
lateral mede: 

a) m(1 5 PRA c°. b) л./5(1 +S YR2⁄4 ст, c) x5 (1 +/5 )R2/4 cm. 
d) лУ5(1 +5 PR? cm?. e) n.d.a. 

51) (ITA-95) Um cone reto tem altura 12 cm e raio da base 5 cm. O raio da esfera 


inscrita neste cone mede, em cm: 
а) 10/3 b)4/4 c)12/5 d)3 e)2 


52) (ITA-00) Um cone circular reto com altura de /8cm cm e raio da base de 
2 ст está inscrito numa esfera que, por sua vez, está inscrita num cilindro. A razão 
entre as áreas das superfícies totais do cilindro e do cone é igual a : 


a) 22-0 b) 162-0 o) 246-1) 
27 27 
d) z e) 603-0) 


53) (ITA-08) Um diedro mede 120º. A distância da aresta do diedro ao centro de 
uma esfera de volume 44/3: cm? que tangencia as faces do diedro é, em cm, igual a 


a) 343 b) 342 с) 2/3 9242 92 
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54) (ITA-09) Uma esfera é colocada no interior de um cone circular reto de 8 cm de 
altura e de 60º de ângulo de vértice. Os pontos de contato da esfera com a 
superficie lateral do cone definem uma circunferência e distam 24/3 cm do vértice 
do cone. O volume do cone não ocupado pela esfera, em cm, é igual a: 
416 480 500 512 542 
" e) л 


b d 
8) 0200 ED 9 


55) (IME-64) Um сопе circular reto, de raio de base igual a К е altura h, está 


2 5 1 2 
circunscrito a uma esfera de raio r. Provar que E =5 
56) (IME-65) Um cone equilátero está inscrito em uma esfera de raio R = 6. 
Deseja-se cortar os dois sólidos por um plano paralelo à base do cone, de tal forma 
que a diferença entre as áreas das seções obtidas seja igual a 2л. Qual a menor 
distância do vértice do cone a que deve passar este plano? 


57) (IME-65) Em um trapézio isósceles de área A, = 5 está inscrito um círculo de 
área A» = л. Um sólido de revolução é gerado pela rotação do trapézio em torno de 
um eixo perpendicular às suas bases, contido no plano da figura, e afastado do 
vértice mais próximo de uma distância igual ao comprimento da base maior. 
Calcular a área total e o volume deste sólido de revolução. 


58) (IME-66) O volume da cunha esférica é igual ao volume do cubo inscrito na 
mesma esfera. Calcular o ângulo da cunha. 


59) (IME-66) Um cilindro é circunscrito a uma esfera de raio R. Um cone é 
circunscrito a esse cilindro de modo que sua altura seja 4R. Calcular a relação entre 
a área lateral do cone e a área da esfera. 


60) (IME-66) Inscreve-se us cilindro circular reto numa esfera. Calcular o raio da 
esfera sabendo que a altura do cilindro é 4 m e que a relação entre o raio da base e o 


raio da esfera é 3/2. 

61) (IME-66) Um cone de 27 cm de raio e 36 cm de altura tem o vértice no centro 
de uma esfera de 35 cm de raio. Calcular o volume da porção de espaço comum aos. 
dois sólidos. 


62) (IME-68) Calcular o raio das esferas circunscritas e inscrita a uma pirâmide 
regular que tem por altura / e por base um quadrado de lado a. 
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63) (IME-85) Dada uma pirámide regular de vértice V e base ABCDEF, de lado da 
base igual a Ге altura h, determine em função de / e A, a posição do centro da esfera 
que é tangente às doze arestas da pirâmide. 


64) (IME-86) Dadas duas esferas de raios respectivamente iguais a R er, tangentes 
exteriores, e um cone circunscrito a elas, calcule a área da superfície lateral do 
tronco de cone que tenha por bases os círculos de contato das esferas com o cone. 


65) (IME-87) Dada uma pirámide hexagonal regular de vértice Y e base ABCDEF , 
de lado da base igual a г e altura p: 

(A) Mostre que existem duas esferas tangentes aos planos das faces dessa pirâmide. 
(B) Calcule os raios dessas esferas. 

(C) Mostre que o produto desses raios independe de л. 


66) (IME-89) Mostre que a área total do cilindro equilátero inscrito em uma esfera 
é a média geométrica entre a área da esfera e a área total do cone equilátero inscrito 
nessa esfera. 


67) (IME-97) Considere uma esfera inscrita e tangente à base de um cone de 
revolução. Um cilindro está circunscrito à esfera de tal forma que uma de suas 
bases está apoiada na base do cone. Seja V, o volume do cone e У, o volume do 
cilindro. Encontre o menor valor da constante k para о qual V, = kV. 

Sugestão: Considere o ângulo formado pelo diâmetro da base e a geratriz do cone 
em uma das extremidades deste diâmetro. 


68) (IME-95) Seis esferas idênticas de raio “R” encontram-se posicionadas no 
espaço de tal forma que cada uma delas seja tangente a quatro esferas. Desta forma, 
determine a aresta do cubo que tangencie todas as esferas. 


69) (Escola Naval-86) Sejam A e B pontos diametralmente opostos em uma esfera 
de raio R. O volume comum aos cones de revolução inscritos na esfera, com 
vértices em A e em B e cujas alturas são iguais a 3R/2 é: 

a) tR/9 b) 77R'/36 c) л®?/12 d) 21R*/9 e) 5 xRY/12 


70) (Escola Naval-87) Uma esfera de raio 2R está inscrita em um cone de 
revolucáo. Uma segunda esfera de raio R tangencia exteriormente a 1? esfera e 
tangencia também todas as geratrizes do cone. Calcular o volume do cone. 
а)2/3і8% — b)4/3zR) с) 16/3xR? d) 32/37R? е) 64/318? 


71) (Escola Naval-05) Um octaedro regular está inscrito num cubo de aresta a. A 
razão entre o volume do cubo e o volume do octaedro é 
а)2 b)3 c)4 d)5 е)6 


apítujo 15, Inscrição de sólidos. 


72) (IME-75) Considere um cubo K de aresta a. Suponha que L é o ponto em que 
as diagonais do cubo K se interceptam em que M é o ponto médio de uma aresta do 
cubo K. Com centro em L e raio LM é construída uma esfera E. O plano tangente à 
esfera E e perpendicular a uma diagonal do cubo K destaca do cubo K uma 
pirâmide P. Calcule o volume da pirâmide P, em função de a. 


73) (IME Militares-01) Um cilindro circular reto tem a sua superfície total 
equivalente à superfície lateral de um prisma oblíquo cuja seção reta é um 
pentágono regular de lado igual a 3 m, е cuja aresta lateral é igual а 47/3 metros. 
Sabe-se que o perímetro da seção meridiana do cilindro é 14 m. Calcule o raio da 
esfera circunscritível ao cilindro. 


74) (IME Militares-13) Um cubo está inscrito em um cone reto. O raio da base do 
cone é igual a r e a sua área lateral é igual ao dobro da sua área da base, Determine 
a aresta do cubo em função de r. 


75) (IME-48) Numa esfera de raio R, inscrever um prisma reto cujas bases sejam 
triângulos equiláteros, de modo que seu volume seja igual a R°. Calcular a altura do 


prisma para uma esfera de raio igual a 2/3 cm. 


76) (IME-49) Demonstrar que no tetraedro regular o raio da esfera tangente às seis 
arestas é a média proporcional entre o raio da esfera inscrita e o da esfera 
circunscrita. 


77) (IME-50) Calcular o volume V de um octaedro regular inscrito em um cilindro 
equilátero de raio r. 


78) (IME-51) Um prisma, reto, hexagonal, regular, tem suas 18 arestas tangentes a 
uma esfera de raio r. Determinar: 
a) A fração da área da esfera que se encontra na parte exterior às faces laterais do 


risma. 
5 А fração do volume da mesma esfera que se encontra па parte exterior às bases 
do prisma. 
Obs: A esfera não é inscrita nem circunscrita ao prisma; as 8 faces do prisma 
seccionam a esfera. 


79) (IME-15) Seja um tetraedro regular ABCD de aresta a e um octaedro inscrito 
no tetraedro, com seus vértices posicionados nos pontos médios das arestas do 
tetraedro. Obtenha a área da seção do octaedro formada pelo plano horizontal 
paralelo à base do tetraedro BCD, distando desta base de um quarto da altura do 


tetraedro. 
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80) (EsPCEx-14) Um cone de revolução tem altura 4 cm e está circunscrito a uma Сар E 5 Fringe lo ашо b 4 b "m 
esfera de raio | cm. O volume desse cone (em cm) éigual a = 6e та 8 ç & b Т) b 
a) Um DEL o ds 4) E e) 3x 1) d 12) а 13) b 14) a 
3 3 3 3 1) н= 8809. 16) а 17) b 18 
ED Ат; ! К 
81) (IME-47) A altura de um cone circular reto é o dobro do raio К da base. 19) d 20) c 21) c 22) e 23) е 
Calcular o volume da esfera circunscrita, em função do raio R acima. 4 24) d 25) c 26) d 27) e 
t A 2 à Н ES 28) a) AC=xV13 e AB=2xV/13; b) &б+з 29) a) 7,56; b) — 16/65 
82) (IME-50) Dois cones retos circunscritos a uma mesma esfera de raio r tëm 13 
volumes iguais. Ш 30) c 31) a) 24/7; b) 98/625 32) c 33) е 
a) Determinar a altura H de um dos cones quando se conhece a altura h do outro. [m 36. 1067 35 4 36) a) 100 cm; b) 30º 
Exprimir o resultado em função de r e h. 37) а) 1/2; b) 7/17 38) b 39) ра = 34/3 e sen0= 
b) Para que valor de h a solução H = h é única? Determinar, nesse caso, a relação 40 аф 4) Š 3 
E x c e c 43) 44) 
entre a superficie total do cone e a superfície da esfera. == 45) c 46) a 47) a 
83) (IME-53) Um tetraedro regular de aresta a e uma esfera de raio p interceptam- 1 48) senA -£, cos А = 1 ешА- J3 
se de modo que a superfície esférica tangencia as seis arestas do poliedro em seus Ел? 


pontos médios. Pedem-se: 
a) Calcular o raio p em função da aresta a. Е = Capítulo 2: Ciclo Trigonométrico e Identidades 


b) Exprimir em função de p o produto do raio R da esfera circunscrita ao tetraedro 1) d 2) a 3) e 4 c 5) c 
pelo raio r da esfera inscrita: R x r = Қр). 6) c 7) b 8) e 9) d 10) d 
c) Calcular em função de p a parte do volume da esfera que fica situada Ц) a 12) с 13) b 14) c 15) e 
externamente ao tetraedro. CONS Imt 19e 19 Б 29) 43 
Я Me 2) e 23) d 24) d 25) d 
| k А 26) а 27) а 28) а 29) а 30) c 
84) (OBM-82) Cinco esferas de raio К estão dentro de um cone circular reto, da M) b 32) d 33) b 34) b 35) b 
seguinte maneira: quatro delas tangenciam a base do cone, a superficie lateral e M) c 37) a 38) c 39) b 40) a 
cada uma destas quatro tangenciam duas outras; a quinta tangencia as quatro Anc 42) с 43) c 44) a 45) d 
primeiras e a superfície lateral do cone. Calcule o volume do cone. 46 b 47) d 48) c 49) c 50) a 
5D b 52) a 53) a 54) d 55) d 
5) i 57) d 62) A=3,B=6eC=-2 65) -1 

67) «d e т) > 72) 43 74) -m27 


78) cos acos созе 
¿=p? =4; саб + Ь?у=Ъ°; d) т?п + 2n = 1; e) ab! + 1b= 20%); 


(аЬ —a'by'; h) b- a = d; 
9(a + by; 


amo 2n + 1; b) 


be’ - b'c)? + (ca? — 
3) (4a – 3b) [49 — (a + by 


Din! (nm! - n) 5 1 
Т) Таа? € b?) = 24ab* 
gd 2 245% 

E OEE ma 


m 


—3)(aè + b? — 6); m) (4а? + т?) = 16a’ (m? + n°); 


п) а22 +23 = £35: оу pt cath: 

p) (a° +b'- c); +? PaP dvd- &(са- а? — b?)] 
78) (а +b- 79) 80) x+a=0 
81) a! b! с2= 3abc 82) 
Capítulo 3: Transformações Trigonométricas 
1) с 2) c 3) e 9d 5) 45° 
6) е 7) VVVFF 8) d 9 d 10) b 
me 12) a 13) Te 1/4 14 lou-1 154 
16) 1/29 17) е 18) a 19) d 20) e 
20) d 22) senx=-1/5ecosx=-2/6/5 23) БЕГЕШ 

120 
24) а)-3/5:0) 15 25) а 26) e 27) c 
28) b 7 с 31) b 32) c 33) d 
34) a 35) b 36) c 37) e 38) d 
39) e 40) c 4) a 42) d 43) a 
44) a 45) d 46) d 47) d 48) d 
49) b 50) d 51) 4 52) e 53) b 
54) e 55) c 56) c 57) d 58) a 
59) c 60) c 64) 1/6 67) c 68) d 
69) b 71) c-2 2 — 73) | 89) 42 
3 

94) 3 95) 4 96) 29 103) 27 
119) m?+m.cos a. =2 125) 9 129) 1/8 130) 3 
131) 111/8 132) 20 

а) (c° — (а?а — abc — 224) = 0; b) (a? ba * b/-3)-2b; c) m^? «n? = (23)? 
133) d) ac + b°: c^ e) cd'(c + 2d) = (a + 30); f)b-a-d;g) с? – dad — abc — 2b2d) = 0; 

h) (a° + bla? + b? — 3) = 2b; i) 13(а° + b?) =24ab + 25; j) ac + b? = c^ 
134) (?+у'(1—-2)=2у(1 +z) 135) c^-a b^ + 3abd 
136) (аа «b -4) ++ d-2e(a! – Б?) + 4abed 137) Es 138) 0 
139) 1/4 140) ao! 


1 iie 11 


Capítulo 4: Equações Trigonométricas 


1) 
4 


8) 


* 
3 


100) 


d 2) (mA, 31/4); b) (1/6, 51/6. 31/2) 3) c 
d 5) а 6) b ne 

азад b) x = +E ez 9 е 10) e 
e 12) D 13) e 14) a 15) b 
e 17) 1/4, 31/4, 7л/б, 51/4, 71/4 e 11л/6 18) 80 
a 20) b 21) D 22) d 23) d 
b 25) a 26) c 27) b 

7/8, 31/8, 5л/8,7л/8, л/3с2л/2 29) - 52/3, - n,- 1/3, л/3. n, 51/3 e 7/3 

a 3) à 32) c 33) à 34 -1 
b 36) d 37) е 38) c 39) d 
d 41) b 42) х-л/3 ou x= 1/6 


b) 7/4, 37/4, 51/4 ou 71/4 44) a)t- 4,5: 12k, k e IN: b) 4.5 h. 

a) às 2 horas: 0,35"C; às 9 horas: — 0,7°С; b) O horas, 8 horas, 16 horas e 24 horas. 
a) 1200km e 2000km; b) 90º ou 270º 

а) 46/3 +1); b) = 5706, — n/6, 71/6, 11л/6 
х==лбеуе nó ou x=- Saó e yo 510 


48) b) 15/5 ou 2/2 


a) 1 — sen! 0)cos 0; b) (соз! O= Dsen0; c)m/3 61) а) 2/3; b) 0. 
ЕНЕН 53) е мус 55) d 

d 57) с 58) а 59) а 60) a 

с 62) d 63 е 64) d 65) c 

b 67) b 68) е 69) b 70) b 

a 73) с 74) c 75) d 76) b 

b 78) с 79) b 80) a 81) À mi 

próxima. 
b 83) c $4) a 85) b 86) e 
b 88) c 


x = Кл, ke Z sempre é solução da equação Vme IR, Se 0 5 m < 2 a equação ainda tem x 
como solução tal que cos? x = 1/2. Sem = 1: x = kt ou x = n/4 + kw/2 


Lax ko m 5л 2kn H 
221919822110 QUEE iv 92) M+N+P=kr 


s- (Eo e ШЕК) 94) m= ,3,30%260% 

л/6 4 
(Қойы лл (z: msds] (nace) (828.2). 
49% IPS S "9JL9'9" 7979 


no: b)m=-1⁄2 


99) a)x=kroux=2kr-2A, onde cosA =—— — 
2m! +2m+1 


0,1<x<10 


105) 
106) 
107) 
пр 
113) 


114) 


115) 
116) 
118) 
120) 
137) 


S=(xeMpx=kr+n/4 vx=2krin/3;keZ) 
n é par >x = kz, keZ; n =l — x = 2kz v x = 2 kr- 1/2, keZ; n > 3— não há solução. 
c 108) b 109) a 110) л/4 + kr 

1/4+kn/2 112) x-3x/A + kt oux —3 22/3 +2kr 

х= n/A + kr ou x =2Кт 

a) пл; b) (2k + 1)л/4 ou £ 1/3 + Кл; c) Кл/3; d) + x/3 + kx ou (2k + 1)23; e) 2/4 + 2Кл/3: 
f) kr ou (4k — 1)л/8; g) kz/ 12; h) 2kr ou 1/2 + 2л 

(CE 1/3 + 2km, + 22/3 + 2k;n, 1/2 + Кул), (+ 27/3 + 2kan, + n/3 + 2ksr, 1/2 + Кул)} 

1/12, 55/12, 132/12, 177/12 117) 8kr 

+ 1/24  2kn ou x = + 72/24 + 2kn 119) 3x2 

0, n/4, 31/4, т, 5л/4, 71/4, 2n. 136) x'-24X + 80t -64 =0 

32x! - 16 - 32 + 1252 + 6x - 150 


Capítulo 5: Funcóes Trigonométricas 


1) b 2) a 3 d 4a 5) а 
6) b Da 8) VFVVF 9) b 10) x2 
Ш) s)T-lel-[0.2]b) /4e34 — 12) b 13) с 14) ЕУЕРУ 
15) 1-55 16) e 17) е 18) b 19) a 
2% c 21) E 22) e 23) с 24) a 
25) c 26) b 27) тб 28) d 29) à 
30 УУУУЕ 3 е 3) à 33) 30 34) c 
35) b 36) c 37) а 38) c 39) e 
40) e 41) c 42) C 43) d 44) е 
45) a) 12 h e 48 min; b) 181 46) а) 12; b) máx: 12 e 24, mín: 0 e 18 

47) d 48) c 49) c 50) d 51) a 
52) d 53) b) 18h01 min45s 54) 21/3 ou 4m/3 

55 a 56) e 57) b 58) a 59) a 
60) b 61) c 62) a 63) b 64) d 
65) a 66) c 67) a 68) d 69) c 
70) d т) a т) с 73) c 74) D 
75) d 76) b T) b 

79) £(x)=VTEx ерх) = secx 80) x 81) [-410] 83) x 
84) 0 85) л/а 86) Erê ) 87) 2x 
88) 2л 89) 2л 90) 12x 91) 1/2 9) 2 
93) 24m 94) 1⁄2 95) 97/4 96) 147/5 

97) a) não: b) não, c) não; d) não 


тараана н 


103) 5 = ((1/8,-31/8):(1/8,31/8),(371/8,-1/8):(37/8,1/8)y 104) 1/3. n, 51/3} 


Gabaritos 


Capítulo 6: Funções Trigonométricas Inversas 


1) 
5) 
11) 
16) 
21) 
26) 


31) 


34) 


35) 
36) 


54) 


57) 


61) 
65) 
68) 


70) 


у? 

2 3) b 432,5-X 

c )e ) ) 9 ) 2 

4 6) а De 9 е 10) a 

b 12) c 13) a 14) c 15) d 

d 17) e 18) e 19) d 20) b 

a 22) e 23) d 24) d 25) c 

b 27) 1/2 28) 15º 29) 1/4 

0, 1/20u— 1/2 32) + 1/2, + 31/10, + 51/6 33) а. 
b) x = tan (E Hare tan m); k 70,12... 

S= (arc cos 45/5, x —arc cos 5/5, л + arc cosv5/5, 2n — arc cos 5/5) 

NULA 37) d 38) c 43) 1/3 44) 7 

a BB. is o aya d) ; e) dd: f) — 9/7: р) DÊ y seit nin 

k) 51/4; 1)19/15; m) x 

8 58) HH 59) z 60) -2-43 ou з 
45-1 126 1 

0 a E ву к= a 


a) 1/6; b) (0. + 1/2): c) 43, - 2/3): d) - 461/9 
D(f) = [- 1, 1) e Im(f) = [— 1/2; + оз) 
D(f) = (=0,-/2 1] o [2 +1,:+00) е Im(f) = (0, /8|1- 1/8) 


67) D(f)-[-1, Ше) = [0. 1] 
69) [0,7/2] 


42 
IR 7) E 4 72) f(x) e 2x? - Ji - 5х2 +4х* 
пл n 
78-2 74) шош 


Capítulo 7: Inequações Trigonométricas 


5 


e 2) 10, 1/3117, ^r] {2л} 3) d 
м6 <х<я2 5) с 6) О<х<л/3 0503 «x «2n 
c 8) c 9) b 10) с п) b 

b) das 12h31 às 14h37 ou `s 16h43 13) x e [305, 150%] 
а)0 ха <л/6 ou 5л/б<@<л 15) [322, 117/6] 16) e 

d 18) b 19) c 20) c 21) e 
1/6<x< 51/6 23) с 24) d 25) c 

e 27) с 28) a 29) d 30) d 

Es 32) [5.2] 33) 0<х<л/4 ou 3л/4<х<л ou л/2<х<2л/3 


а) (7/6, x2) U (51/6, 3л/2); b) [== кану 


34) 


©) 0, 2/12] [5л/12, 1317/12] U [17n/12, 2]; d) [z/6, 52/6]; e) (1/3. 5л/3) 


а) (13л/36 + 2kz/3, 192/36 + 2kz/3); b) (7/2 + 2km, 31/2 2k); 
c) C 1/2 + 2kn, — 1/3 + 2Кл) U (x/3 + 2km, 3л/2 + 2Кл); 


d) (7 1/3 + kz, л/4 + 2kz) U (1/3 + kn, 1/2 + km): e) (= x/12 + kn/3, 1/12 + Кл/3); 


0) (arc tg (1/2) + kr, arc tg (- 5/12) + Кл; g) (Кл/2. x/8 + Кл/2); 
h) (1/6 + kn/2, n/3 + kz/2); 
i) (= 7/8 + Кл, ka) U (1/2 + Кл, 5/8 + kn) U (1/8 + kn, 3/8 + Бл); 


35 


j) [— 71/12 + Кт, — n/2 + kx) U (— n/2 + kx. n/12 + Кл]; k) (— 71/18 + 2kz/3, 1/18 + 2kn/3); 


1) C 1/3 +2kr, 1/3 + 2kz) 


Capítulo 9: Geometria de Posição e Poliedros 


De 2)b Эс бе 
6) 20 7) ECCEC sd Фе 
11) 15 12)c 13) CEECE 14) 26 
16)c 17)b 18)a 19)36 
20b 23)c 24)d 
26)e 28) c 29) c 
31) c 33)e 34)d 
36)a 38)c 39) e 
4l)a 43)d 44)b 
46) F,=3,F,=2, Fs 4?с 48)e 
50) b 


Capítulo 10: Prismas 


a 2)b 3a 4)b 

6)b 7) VVVVF 8) a) 15000 L: b) 15x2/4 m°. 

10)c 11)b 12)d 13)a 

15) a) 20 ст": b) 30 cm? 16)d 17d 

19) CECCC 20) ECECC 21)b 22)a 

24) d 25)b 26)e 

27) a) 8/89 ст; b) 8/65 ст?; c) 8/3 cm 28)d 

30)c 31)b 32) a 

34) 21 cm 35) a) 0 < h < 25 cm: b) h(60 — 2h50 — 2h) 

37) е 38) с 39)a 40) 64 ст? 
2 

42)b 43)a) Sr cm?; b) E em 44)e 


о 
À com y>x/4 


46) a) x= 28.4 cm e y=27 cm: b) V = 


16 
48) d 49d 50)e 51)е 
53)4 54)d 55) d 56) с 
Оа ИНИН 


5)b 

10) 32 

15) b 

20) e 

25) b 

30) d 

35) а 

40) e 
45)n26en27 
49)c 


5)d 
9)b 
14)c 
18)e 
Be 


29) 601243 m° 


33) a) 6/3; b) 7/9; c) BAD 


36) 152 
4Da 


45) с 


474 


52e 
57) d 


e 
É 
a” 


Aal 
61) 480 m^ 


58)e 59)c 60) 2(2-/6 — 34/3) cm 
62) £= 45/2 cm; h= W3/3cm 63) V 7424 
64) 1) x = 2a/3, у = 2b/3; 2) 5:3) 43b = 42a 65) 1242 а, (3 43 d^; 5416 
(а> —2b? +2ab) 

2 


66) (2p)= 2(V2+245) 67) e 68) b) 
69) S.R/2 70)8 71)b 73) ЇЗ 
Capítulo 11: Pirâmide 
Da 2)a 3)45 4а 5d 
Өс ne 8)1 9)81 10)d 
Ie 12) 131244 13) с 14) a) 346 cm; с) 9-6 ст 
15) a) V5 са; b) 5/6 ст? 16) 64432413 cm? 
17) a) 4/3 сту; b) УЗ ст 18) 36 19) 83 20) d 
21) rad) 22) 22 m 23) CCEEC 24)b 
з 
25) a) 4+2N2 m; b) 9342 m° 26) ЕШ 27с 28)b 
29)24 30) a) x cm; b) 2162 ст? Зра 
vio 9. 33 

y): 33) d 34) 0 35) c 
Эра 1:6) теге) ес ) 
36)b 37) b 38) b 39 a 40) d 
40а 4)а 43)e 44)b 45)c 
4ба-1А/3/8, (=1/4; h-3LA, S- (45/16 + 51/3 /32 12 47)а 
48) е 49)b 50)a 5а 52d 
55b 54)b 55)c 56) d 57) a 
$8) c 59) c 60) a) 1350 cm”; b) 200/3 ст. 61)5 
62) V = 14,142 m° 63) V = 2а7/9 


64) a) (3 + 22 + 3}? /2: b) 27/3; d) o centro da esfera é o centro do retângulo BB'C'C, e o raio é 
Уза. 
65) а) ВАО=ВАС= 


Овмау?,вс=ауг 


O =BCO=9P; b) AO = AB = a, OC = a cos d, AC = a sen dj 


0) v= трада: а = 30* ou a = 60°; е) Von 


67)0 = arc cos > 


66) 10:/V3=1 dm г 


өнуі) зы», b Nus 69) 5/4 70) Е +1) 


т) dá 73) 7а/24 
5 


74) AB = CD = 4cm, BD = 5cm e AC = tn em 75) VE -25 76) £ 
77А 79) 20/3 82) cd 
Capítulo 12: Cilindro 

Da 2)d 3e 4)d 5)d 

6)b 7)c 8c 9)b 10)e 
Da 12)d 13)e 14) Ficará submerso 

15d 16) 1.6750л ст); 2. 2700л cm”; 3. 450л сағ, 17)b 
18)a 19)c 20)a 2nd 

22) a) 90,746 m’; b) 30 m? 23)a 24)a 25)b 
26)d 27d 28)c 29)e 30)d 
ЕТ 32)b 33)e 34)c 35)a 
36) 13 37) с 38) с 39) (64 + 12л)/3 40) 50 
ауа 42) 200417 m 43)c 44)e 45) 81/88 
46) 517,5 ст! 47/4 48)B 49) d/2 

50) a) 6007: ст; b) 300 m° 5)с 52) с 53) с 
54)a 55) b 56) b 57)e 58) b 

59) d 60) d 61d 62)b 63)a 


Capítulo 13: Cone 


Dd зе 3) а) 16r cm: b) лх?/108 ст". 4с 
5) yh = 1⁄2 6) a) Ах 7) 1) 10 cm; 2) 218° 
3 

8) a) 45/m cm: b) (135 - z)/3 ml. » Rosa 10)1 
11)d 12)d 13)c 14)a 

з 
15) e 16) a) 207 m'; b) 9/16 m; c) Н= (624/15) m y EZ 
171. Bene cm 2. fatia cm53. мж s 18) 1) 2V3; 2. 120%; 3. 3V3 -7 
19) a 20) b 21) a) V, = zb/c'/3a, V, = zb/c/3, V, = nc?b/3 
22)b 23) VFVF 24) b 25) 0 
26) 5 cones com altura М2 eraior. 27) ССЕЕС 28) CEECC 29) CEEEC 
30) 1890007 т? 31)b 32) d 33) 5R/7 34) с 
35) a) 8 cm; b) 84r cm? 36) 261R'/27 37) a) 0,04 сп; b) 3.8x mm? 
38)b 39) b 40) d 4l)a 42)b 
43)b 44) d 45) b 46)d ата 
48)a 49)b 50) e ЕЛІ 52) a 
53) V = 5/22/12 е Ar=Px(d2+1) 54) c 55) e 


ишни: 


56) b 57) 0 58) e 


61) a) 41 m^; b) 5/41 


63) a) 60% b) jud €) Ut 


67) а) est? — x3; b) ra — хг x)/3x 
} ө qum 1 
68) a) a soma é igual a 2nktg+.;b) x Lem eap eme] 69) 4485 cm 
2Rr 

O gr 

Capítulo 14; Esfera 

[ETE 2) 6r? 3c 4e 5b 

6) a) 4/3; b) 12 bolinhas. 7)d 8)c 9) ECEEC 
10)b Ia 12)d 13)c 14)a 

194 16) VFFVV 17)d 18) 2887 19)a 

20) 1/2 b me Be 24)a 

15n, 26) а) 1R?/3 cm”; b) 4xR2/3 ст? 27) Rê 
Maq tqt 29)c 30) а) 8л cm; 327/3 cm? 

Me 33) d 34) a) nR'/6; b) (24/5 paR? 

390 37) a 38) b 39) d 

A c 42)b ауа шс 

45) 10 cm 46) x = bc/2a y = ac/2b z = ab/2c 47) S =121(/3 +3) m? 

An) o 49)d 50) b 51) Lege 52) H=3R 
Capítulo 15: Inscrição de Sólidos | 

1) 4) 96 dm’; b) 2 ) a) 2 m: 167 m: c) 8/3 m. 3) CCECE 
D 5b be 796-42 em — sua 
ml) Y a 10) 16+(28/43) Ну» 12a 

13) 0) 2: b) 12: c) 288. 14) CE 15) VER 

946.1) 76 ШІЛІГІ 18) 26 ao 
1) 9) 501; 1) 1507 20а 21) 38 — Һу/18 + 36k —96 

3 3 
Oz À 
nme 23)d 24) PA em" 25)a эб) е 


59) b 60) 72 cm” 
FERE У2тһ 
62) a) BC -Qrx? -?)/x; sx RE. ШЕ! 


h-r 


64) a) V = nx Qr — x)/3; D A Era CERA 


66) a) h=21 /2;b) v = 272. ELGB- 


Gabaritos == 


27)b 28)a 29)c 30)b 30c 
32c 33)d 34)d 35)a 36)d 
37а 38) е 39 d 40) a 4а 
4)а 43) d 44)а 45)b 36) 24242 
47)а 48) е 49)c 50)b sia 
52)d 53) e 54)a 56) (9-5/3)/2 
57) A = 1207; V = 60л 58) 48/3 rad 59) JS 60) 4 m 
61) 2.5".7'.1/3 ст? 62) R = (21? + ауд; r= аһ /(а + аһ: ға?) 
63) 4nRr 64) A - 2n. (R +1) 
pr УРН E30 e MES kiasa 67)4/5 

4h h-2r 
68) 2/2 - R 69). 70)e me 

d - - 
т) Sr 73) 5/2 74) 28 75) 4 cm ТҰН 
з 
78) a) 32-4); b) 1/2 79)c 80)d 81) me 
82) a) H =h ou H2 2 ig sape 1,5 83) a) ай, b)p^ Sup! 1-3 
h-2r 4 3 


аҚ (2/21) 
3 


84) 


Marcelo Rufino de Oliveira nasceu em 1976: 
ет -Manaus-AM, cidade que seus pais 
trabalhavam na época. Sua família é originária ` 
de Belém-PA, cidade onde passou a maior parte ` 
de sua vida. Ingressou em 1994 no Instituto 
Tecnológico de- Aeronáutica (ITA), onde 
graduou-se em Eng. Mecânica-Aeronáutica em 

1999, porém nunca exerceu a engenharia. Desde 
então trabalha diretamente na preparação para 
concursos militares e olimpíadas de matemática 
em Belém, tanto como professor quanto 

> coordenador. Em 2000 assumiu a coordenação 

- regional da Olimpíada Brasileira de Matemática 

.—no estado do Pará, sendo também responsável 
pela organização da Olimpíada Paraense de 

` Matemática. Em 2002 participou do Tribunal de 
Coordenação (banca corretora) da Olimpiada de 
Matemática do Cone Sul, realizada em Fortaleza- - 

CE. “Apesar de ter sua atuação mais conhecida ` 

-na área de matemática, professor Rufino (como. 
é mais conhecido) também ministra aulas de 
física: para concursos militares e olimpíadas. 


“Também é autor da coleção Técnicas em `` 
“Olimpíadas de Matemática e do livro A Física no ` »- 
Vestibular do IME, onde são resolvidas as ^ — | 
x= ps discursivas de física do IME desde 4980. 
: -Entre suas maiores paixões: estãoa familiae - 


-o motociclismo. Adora viajar com a família, — 
sobretudo раға praias, cachoeiras е. hotéis | 
fazenda. Em seus momentos de lazer longe dà 
familia, troca qualquer coisa pela companhia de - 

seus amigos do Рага Moto: Clube, tendo - Z 
percorrido alguns milhares de quilóm 
montado em motocicletas de alta cilindrada. Em - 

_ sua época no ITA, foi goleiro titular da equipe de 
“futsal da faculdade por e anos. Талант! foio 


